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Exercices faisant intervenir les notions de
pgcd et ppcm et mettant en ceuvre des
algorithmes associés

Exercice 1.1 'On se propose de montrer le théoréme de Lamé : le nombre de divisions euclidiennes que
nécessite l'algorithme d’Euclide pour calculer le pged de a et b, ot 1 < b < a, est inférieur ou égal 6 5 fois le
nombre de chiffres de b dans son écriture décimale.

1. On désigne par (F,), oy la suite de Fibonacci définie par :

Fo=0, F, =1
V’I’LZZ, Fo=F, 1+ F, 2

1
et par ¢ = le nombre d’or.

+5
2
Montrer que :
" —(1—p)"
V5

2. Soient 1 < b < a deuz entiers naturels. On rappelle que lalgorithme d’Fuclide pour calculer le pged de a
et b consiste a construire la suite d’entiers (7'n)—1§n§p comme suit :

VneN, F, =

-r.i1=a,r9g=>b;

- 0<ry <rg est le reste dans la division euclidienne de r_1 = a parro=0>;
—sir1=0,onaalorsp=1etaNb=>b;

— sitnon, pour 1 <n<p—1,0<r, <r,_1 estle reste dans la division euclidienne de r,_s par rn_1;
- rp=0.

Onadoncr,=0<r,_1<---<ry <rget:

aNb=rgATI =" =Tp 1 ATy =Tp_1

c’est & dire que a A'b est le dernier reste non nul r,_1 dans cette suite de divisions euclidiennes.
L’algorithme d’Euclide a donc nécessité p—1 étapes (ou p—1 divisions euclidiennes). La derniére division,
qut donne un reste nul, n’est pas comptée.

(a) Montrer qu’il existe deuz suites d’entiers (un)o<, <, €t (Un)o<,<, telles que rn = au, +bv, pour tout
n compris entre 0 et p — 1.
(b) Montrer que rp_ > Fy, pour tout k compris entre 0 et p.

(¢) On désigne par m le nombre de chiffres dans l'écriture de b en base 10.
Montrer que :

m + logy, (V5)
logg ()
(d) Montrer que p—1 < 5m.

1. D’aprés Bordellés : Arithmétique. Ellipses et Naudin, Quitté, Algorithmique algébrique, Masson
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Solution 1.1

1. Le polynome caractéristique de la relation de récurrence définissant la suite (F,,), oy est P (X) = X?—X—1
et ce polynome a pour racines :

1++5 1 1-+5
sy l—p=——=
2 © 2

(somme et produit des racines). Il en résulte lexistence de deux constantes réelles «, 3 telles que :
VneN, F,=ap”+8(1—p)"

Les conditions initiales nous donnent :

{ Fo=a+5=0
Fiaptp(1l-¢) =1

1 1
20—1 /5

done B =—a et 2p—1)a=1, soit a =

VneN, F, =

Yy
3
I
5
&
3

(a) Pourn=0etn=1ona:
ro=b=a-0+0-1
rn=a-1+b(—q)

En supposant le résultat acquis jusqu’a Vordre n —1 <p—1, on a :
Tn = —QqnTn—1+ Tn—2
= —Qn (G/U,n,1 + bvnfl) + Alnp—2 + b’l}n,Q

=a (un—Q - qnun—l) +0b (Un—Z - ann—l) = au, + bvn

En particulier pourn =p—1onaaAb=r,_1 = aup_1 +bv,_1 = au+ bv, soit l'identité de Bézout.

(b) Pour k=0, on arp,=0=Fp.
Pourk=1, ona:
Tp—1 =1 =1}

(rp—1 est le dernier reste non nul).
Supposant le résultat acquis jusqu’ou rang k — 1 avec 2 < k < p. Par construction, on a :

Tk = Gp—(h-2)Tp—(k—1) + Tp-(k-2) (0 < Tpoho2) <Tp(t-1)
donc qp_(k—2) > 1 puisque 0 <71,_(_1) < Tp_) €t :
Tp—k 2 Tp—(k—1) T Tp—(k—2) = Fh1 + Fr2 = Fj

En particulier, on a pour k =p, 1o =b > F},.

(¢) L’écriture en base 10 de b est :

m—1
b= > b10*
k=0
In(b+1
etonalOm_1§b<10m,donclOmZb—i—lethWzlogm(b—i—l).
D’autre part, on a :
P _ (1 —op)P
b>F, =7 (1-¢)
V5
5-1 1—ff
avec\l—g@\:\[ <Ld0ncﬁ<let
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(d)

ce qui nous donne :
p

m > logy (b+1) > logyg (:%) = plogyg (¢) — logyg (\/5)

et :
m + logy (\/5)

logy ()
Onap—1<am+f avec :

0810 (\/5)

1
2 4.785 et f = —1=x0.672
logy ()

© 7 logyy ()
Comme p — 1 est un entier, on a en fait :
p—1<[am+f]
1l nous suffit donc de montrer que :
Vm € N*, f(m) = [am+ 8] < 5m
Pourm=1,2,3, on a :
f)=la+p8=5, f(2)=[Ra+p8] =10, f(3)=[Ba+p] =15

et pour m >4 :
am+ = 4.785-m+ 0.672 = 5m + (0.672 — 0.215 - m)

avec :
0.215-m —0.672 > 0.215-4 — 0.672 = 0.188 > 0

donc am+ S <b5m etp—1<5m.
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Exemples d’exercices faisant intervenir le
calcul des probabilités

Exercice 2.1 1Soit n > 2 un entier naturel.
On considére ['espace probabilisé (0, P (Q),P), on Q={1,--- ,n} et :

Wk € Q, P({k}) = %

ce qui revient a considérer ’expérience aléatoire qui consiste a choisir de maniére équiprobable un entier compris
entre 1 et n.
Pour tout diviseur positif d de n, on désigne par Aq 'événement :« le nombre choisi est divisible par d ».

1.
2.

Calculer P (Aq) pour tout diviseur positif d de n.

Montrer que si 2 < p1 < pa < --- < p, sont tous les diviseurs premiers de n, les événements Ap,, -, Ap,
sont alors mutuellement indépendants.
Soient (2, B,P) un espace probabilisé et Ay,- -+, An, ot n > 2, des événements mutuellement indépendants
dans B.

(a) Montrer que Q\ A1, Aa, -+, A, sont mutuellement indépendants.

(b) En déduire que pour tout entier k compris entre 1 et n, les événements Q\ Ay, -+ , O\ Ak, Aky1,- - , Ay

sont mutuellement indépendants.

. On désigne par ¢ la fonction indicatrice d’Euler définie sur N* par

p(n)=card{ke{l,--- ,n} | kAn=1}

Montrer que

Soit d un diviseur positif d de n. Calculer la probabilité de 'événement By : « le nombre a choisi est tel
que a An=d ».

En déduire que :
n
=3¢ (3)
d/n
(formule de Mobius).

Solution 2.1

1.

Pour d divisant n, on an = qd et :
Ag={aeN|3jeQ;a=dj}={d,2d, - ,qd}

donc : a(4,) .
car d q

]P A == —-———m—a— = -

(4a) card(Q2) n d

1. Escoffier, probabilités, Ellipses ou Ouvrard, Cassini
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2. On rappelle que, si (Q,B,P) est un espace probabilisé, des événements Ay, -+, A, ot r > 2, sont dits
mutuellement indépendants dans B si, pour toute partie J non vide de {1,2,--- ,r}, on a :

ﬂAj = HP(AJ)

jeJ jeJ

Soit J une partie non vide de {1,2,--- ,r}. Les entiers p; pour j € J sont premiers et distincts, donc
premiers entre eux el un entier a compris entre 1 et n, est divisible par tous les p; s, et seulement si, il
est divisible par leur produit. On a donc :

m ApJ =A I1 p:
]GJ JjEeJ
et :
m ApJ P(A H Pz H Di H H P (A4p;)
jed jeg v JjE ] jeJ
Les événements Ay, ,- -, Ap, sont donc mutuellement indépendants.
3.
(a) On note A} = Q\ A1, A}, = Ay, pour k compris entre 2 et n et on se donne une partie J non vide de
{1327"' 1n}‘
Silé¢ J ona:

N4 | =P((4 ] =]]PA)=]]P())

je€J JjeJ Jje€J JjeJ

Si J a plus de 2 éléments et 1 € J (pour J = {1}, il n’y a rien & montrer), on a alors :

N =@\apn| N 4= N 4\N4

JjeJ jeJ\{1} jeJ\{1} jeJ

et :

N4 =P () 4]-P[N4

jeJ jeJ\{1} jeJ
= II P -1IP,
jeJ\{1} jeJ
=(1— ) I 2@y =]]P4)
]GJ\{l} jeJ

(b) On procéde par récurrence finie.
4. Si A désigne ’événement : « Uentier choisi est premier avec n », on a alors :

-2l

et en désignant par p1 < --- < p, tous les diviseurs premiers de n, on aura k € A si, et seulement si, k
n’est divisible par aucun des p;, donc :

A=\ 4,,)
i=1

Les événements Ap,,--- , Ap, étant mutuellement indépendants, il en est de méme des événements 0\

A LU\ Ay, done :
N =TIr@\a) =T (1- )

i=1

Pyt



5 Onan=qdet:
Bi={aeQ|arn=d}={acQ|anqgd=d}

a
Dire que a A qd = d équivaut a dire que d divise a et — AN q =1, ce qui revient & dire qu’il existe k > 1 tel
quea=kdetkNg=1 Commel <a=kd<n=gqd, onal <k<qetdonc:

card (Bg) = card{k € {1,--- ,¢} | kAg=1} = ¢ (q)

On a done :

ris0 =102

6. On a la partition Q) = UBd (les By forment un systéme complet d’événements), ce qui nous donne :
d/n

1=P(Q)=> P(By) = %Z‘P(g)

d/n d/n
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Exercice 2.2 On se fixe un réel s > 1 et on considére lespace probabilisé (Q, P (2),Ps), ot Q =N* et :

1 1
Vn € Q, Py ({n}) = 6 s
“+o0
en désignant par ¢ la fonction de Riemann définie par ¢ (s) = Z; (on dit que Ps est la loi dzéta de paramétre
n=1

s).

Pour tout entier n > 1, on désigne par A,, I’événement :
A, = {multiples de n} = {k-n| k € N*}
1. Calculer Py (A,) pour tout n > 1.
2. Montrer que, si P désigne ’ensemble des nombres premiers, alors la famille (Ap)pep est indépendante,

c’est-a-dire que pour toute suite finie (pr), <)<, de nombres premiers distincts, les événement A, ,--- , Ap,
sont mutuellement indépendants.

3. En déduire que :

r(n =T (1- )

pEP
puis Uidentité d’Fuler :

Par exemple, pour s =2, on a :

Solution 2.2
1. On a :

s Z]P) {k TL} nsst :E

2. Pour py <p2 <---<p, dans P, comme les Ppr sont premiers entre eux, on a :

P, <mApk> = P, ({multiples de p1,p2,--+ ,Dr})

k=1
=P, multiples de | | px =P(A-

Gy e

k1pk k=1

et les événement Ay, , -+, Ay, sont mutuellement indépendants.
3. L’entier 1 n’est divisible par aucun nombre premier, donc :

{1y =) @\ 4)

pEP
et :

P, ({1) =P [ () (@\4,) | = [P (@2\ 4))

peEP peEP
= IL -4 =p€Hp(1—pls)

et comme P, ({1}) = , il en résulte que :

( )
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Exercices faisant intervenir des
dénombrement

n
Exercice 3.1 !Calculer, pour n € N*, la somme S,, = Z (05)2 , en utilisant un argument de dénombrement.
k=0

Solution 3.1 On se fize une partie A an éléments de E = {1,2,--- ,2n} et on désigne par B le complémentaire
de A (qui a aussi n éléments). Se donner une partie C de E & n éléments équivaut ¢ se donner une partie Cy
de A a k éléments et une partie Co de B a n — k éléments ou k est un entier compris entre 0 et n. Comme il
y a CF facons de choisir Oy dans A, C"~F = CF facons de choisir Cy dans B et C%3, facons de choisir C dans
E, on déduit que :

n

SO (0 = Y ckant = ¢y,
k=0

k=0

On peut aussi retrouver ce résultat en identifiant les coefficients de X" dans l’égalité :

Z CEXF=(1+X)"=01+X)"(1+X)"

n

Z c:;xi> > cixi

Jj=0

-5 (g x

1. D’apés Madére, Algébre
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) ) o . Z
Exercice 3.2 Soit p un nombre premier impair, Z, le corps — .

pZ

1. En utilisant application x — z2 de Ly, dans Z,,, montrer qu’il y a exactement p;
p—1 _

2. Montrer que l'ensemble des carrés de Zy, est l’ensemble des racines du polynome P (X) = X" —1.

carrés dans Z,.

3. En déduire que (—1) est un carré dans Z, si, et seulement si, p est congru G 1 modulo 4.

4. En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4n + 1.

Solution 3.2

est un morphisme de groupes de Z, dans Z; de noyau ker (p) = {(—1)7 1

(x?=1< (x—1)(z+1) =0 et —1 # 1 dans le corps Z, pour p > 3 premier). On a donc card (Im (¢)) =

T 1 —
card (Z;/ {(—1), 1}) e 5 v Ce qui signifie qu’il y a exactement P

1. L’application ¢ : x — z°

carrés dans Z,, (comme 0 est un

P P+
carré, il y a exactement

carrés dans Zyp).

2

2. Six € Zy, est un carré, il eviste y € Z, tel que v = y° et 2T = y?~1 = 1. Donc les carrés de

racines

Zy, sont racines du polynome P (X) = X" — 1. Comme il Y a b carrés et au plus d

du polynome P dans Z »s 0N en déduit l’ensemble Im (p) des carrés de Z,, est l’ensemble des racines du
polynéme P (X) = X"z — 1.

3. Ona:
(ﬁelm (

\./‘
\_/
7 N\
hS]
||
—_
Il

o

B

@]

(o
[\
~—
N——

p=1 (mod4))

4. Supposons qu’il y a un nombre fini d’entiers premiers de la forme 4n+ 1. On désigne par m le plus grand

de ces entiers et par p > 3 un diviseur premier de N = (m!)*>+1, on a alors p > m et (m!)* = (1), donc
(—1) est un carré dans Z, et est premier de la forme 4n+ 1, ce qui contredit p > m.
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Exercice 3.3 Pour tout nombre premier p > 2, on note Z, le corps Z%
1. Déterminer le nombre de polynomes unitaires de degré 2 irréductibles dans Z, [X] .
2. Donner tous les polyndmes unitaires de degré 2 irréductibles dans Zo [X] et dans Zs [ X] .
Zp [X]
(X% +2aX +b)
4. Retrouver le résultat de la question 2. en utilisant celui de la question 3..

3. A quelles conditions, portant sur les coefficients a,b dans Ly, Vanneau est-il un corps ?

Solution 3.3

1. Un polynéme P = X2 +aX +b est irréductible dans Z,, [X| si, et seulement si, il n’a pas de racines dans Z,.
1l suffit donc de dénombrer les polynomes unitaires de degré 2 ayant des racines dans F,,. Il y en a p ayant

une racine double (les (X — \)? avec \ € Zy) et C7 ayant 2 racines distinctes (les (X — X) (X — p) avec

-1 -1
A\ # pi dans Z,,). Le nombre total de ces polynomes étant p?, on déduit qu’il y a p* fpfp (p ) e (p )

2 2
pp—1)
2

polynomes unitaires irréductibles de degré 2 dans Z, [X]. Il y a donc corps & p? éléments de la

_ LyX]
(X2+aX +b)
2. Dans 7o [X] il y a un seul polynome unitaire de degré 2 irréductible, c’est X + X + 1.
Dans Z3 [X] il y a 3 polynomes unitaires de degré 2 irréductibles, i savoir X?+1, X2+ X +2 et X2+2X +2.
Zs [X] Zsy [X] 2 :
. P =2 = ’ X2et X?+1=(X—-1 g .
3. Pourp=2, XZ+2aX 10 (X2 +D) n'est pas un corps (X* et X° + ( )" sont réductibles)
On suppose donc que p > 3. Un polynome P = X2 +2aX +b = (X + a)2 + b —a? est réductible si, et
Zy [X]
(X% +2aX +0b)

forme

seulement si, a®> — b est un carré dans F,. Donc est un corps si, et seulement si, a®> — b

n’est pas un carré dans Zy.
Par exemple dans F3, 2 est le seul élément non carré et les irréductibles sont les polynomes X2 + 2aX +
a2 —2=(X+a)*+1 aveca=0,1,2.

4. Les polyndémes unitaires irréductibles de degré 2 dans Z, [X] sont ceuz de la forme X? 4+ 2aX +a*> —c =

(X + a)2 —c ot a € Zy et c est non carré dans Zy. Il y a donc p valeurs possibles pour a et b

(p—1)
2

pour c,

ce qui donne au total b possibilités.
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Exercice 3.4 Soit G est un groupe opérant sur un ensemble non vide X. On note, pour tout x € X :
G- z={g-x2]geqG}

lorbite de x sous action de G et :
Gy, ={9€Glg z=uz}
le stabilisateur de x sous l'action de G.

1. Montrer que pour tout x € X [’application :

vz G/Gy - G-z
g=9-G, — gz
est bien définie et bijective.
2. On suppose que G et X sont finis et on note G - x1,--- ,G - x, toutes les orbites deux & deux distinctes.

Montrer que :

. ", card (G
card (X) = anrd(G ST = Z card(é?))
i=1 i=1 i

(formule des classes).

3. On suppose que X est fini et G fini de cardinal p®, ot p est un nombre premier et a un entier naturel
non nul (on dit que G est un p-groupe). On note X Uensemble des éléments x € X tels que G -z = {z}
(orbite réduite a un seul élément). Montrer que :

card (X¢) = card (X) (mod p).

4. On rappelle que le centre d’un groupe G, noté Z (G), est l'ensemble des éléments de G qui commutent a
tout élément de G.
(a) Montrer que Z (G) est un sous-groupe commutatif de G.

(b) On fait opérer le groupe G sur lui méme par conjugaison (g-x = grg~ ', pour (g,x) € G x G) et
on note G le stabilisateur de x € G. On note G - x1,--- ,G - x, toutes les orbites non réduites a un
élément et deux & deux distinctes. Montrer que :

card (G) = card (Z (G)) + anrd (G- ;)

= card (Z (G)) + Z

i=1

card (G)
card (Gg,)’

(¢c) Montrer que le centre d’un p-groupe n’est pas réduit o {1}.

Solution 3.4 On rappelle qu’un groupe G opére & gauche sur un ensemble non vide X, s’il existe une applica-
tion :
GxX — X
(9.2) = gz
telle que :
Vee X, l-za==x
V(g,g\x) €G*x X, g- (¢ -x) = (99) - =
La relation x ~ y si, et seulement si, il existe g € G tel que y = g - x est une relation d’équivalence sur X et la

classe de x € X pour cette relation :
G- z={g-x2|geG}

est lorbite de x sous l'action de G. Ces orbites forment donc une partition de X.
Pour tout x € X, l’ensemble :
Go={9€G|g-z=ua}

est le stabilisateur de x sous laction de G. Un tel stabilisateur est un sous-groupe de G et G/G, est Uensemble
quotient.

1. En remarquant que pour g,h dans G l’égalité g - x = h - x équivaut a h=lg-xz ==z, soit ¢ h~lg € G, ou
encore a g = h dans G/G,, on déduit que Uapplication . est bien définie et injective. Cette application
étant clairement surjective, elle définie une bijection de G/G, sur G - x.



13

2. Si X est fini, on a alors un nombre fini d’orbites G - x1,--- ,G - x, qui forment une partition de X et :
card (X) = Z card (G - z;)

En utilisant la bijection de G/Gy, sur G - x;, on déduit que si G est aussi fini, alors :

card
card (G - z;) = card (G/Gy,) = d (G <(ch0))
3. On suppose que X # (.
On range les orbites deux a4 deux distinctes, G - x1,--- ,G - x,, de telle sorte les q premiéres sont celles
réduites a un seul élément, Uentier q étant le cardinal de XC.
Pour i compris entre 1 et q, on a G, = G et card (G/Gy,) =1
Pour i compris entre +1 et v, Gy, est un sous-groupe strict de G qui est d’ordre p®, donc card (G,,) = p°
avec 0 < B < a et card (G/Gy,) = p*~# avec 1 < a— B < a. La formule des classes donne alors :

card (G
d(X) = = d
car =q+ Z card (G ) q (mod p)
=q+1
Si XC =0, on a alors g = 0 et cette formule est encore valable.
Siq=r, on aalors X¢ =X et ¢=r = card (X).

a) Z (G) est non vide pmsqu’zl contient 1. Si g, h sont dans Z (G 5 alors pour tout k€ G ona:
( )
gh lk' =g (k? 1h) ! = Qk'h - kgh 1,

c’est-a-dire que gh™' est dans Z (G). On a donc ainsi montré que Z (G) est un sous-groupe de G.
Ce sous-groupe est clairement commutatif.

(b) Lorbite G - = est réduite a {x} si et seulement si grg~! = x pour tout g € G, ce qui revient & dire

que gr = xg, c’est-a-dire x € Z (G). Le résultat s’obtient donc en distinguant dans la formule des
classes les orbites a un élément (il y en a autant que d’éléments de Z (G)) des orbites & plus de 2
éléments.

(c) Soit G un p-groupe a p* éléments. Si a =1, alors G est cyclique donc commutatif et Z (G) = G.
On suppose o > 2. Avec les notations de la question précédente, pour 1 <i<r, on a :

card (G)

card (G card (G - z;) > 2

et card (G,) = p? avec 0 < B < a — 1, ce qui donne card (G -z;) = p*? avec a — B > 1. Il en

résulte que :
i

card (Z (@)) = card (G) — Z card (G - x;)
i=q+1
est divisible par p. Enfin avec card (Z (G)) > 1, on déduit que card (Z (G)) > p et Z (G) est non
trivial.
Ce résultat peut étre utilisé pour montrer que si G est un groupe d’ordre p* avec p premier, il est
alors commutatif.



14

Exercices faisant intervenir des dénombrement



4

Exemples de problémes de dénombrement

Z
Exercice 4.1 Pour tout nombre premier p > 2, on note Z, le corps A
p

Montrer que, pour tout entier n > 1, il y a 6 =n A (p— 1) racines n-émes de l'unité dans Z,.

Solution 4.1 Notons, pour n > 1 :
Ly={zekZ |a"=1}

(1LeT,, donc Ty, #0).
Comme § =n A (p— 1) divise n, I’équation x° = 1 entraine 2" = 1, donc T's C T,,.
Siz el,, onaalors ™ =1 et Uordre m de x divise n. Mais le théoréme de Lagrange nous dit que m divise
aussi p — 1 = card (ZZ) , donc m est un diviseur commun de n et p — 1, donc du pged 6§, ce qui entraine que
20 =1, soitz €Ts. On a doncTs C T, et T,, =Ts.
Mais § divise p — 1, done X° — 1 divise X' —1 = ] (X — \) (théoréme de Lagrange), ce qui implique que
A€EF;,
Végquation X° —1 =0 a & racines dans L.
On a donc :
card (Tp,) =card([s) =d=nA(p—1)

15
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Z
Exercice 4.2 ! Pour tout nombre premier p > 2, on note Z, le corps o
p
1. Montrer que card (GL3 (Z2)) = 168.
2. De maniére plus générale, montrer que l'on a :

n

Vn > 2, card (GL,, (Zp)) = H (p" —pkil) = pnm{l) ﬁ (p] — 1)

k=1 =1

3. Pour tout nombre premier p > 2 et tout entier n > 2, on note
SL, (Zp) = {AeGL, (Zp) | det (A) = 1}

Montrer que :

n—1 n
Vn > 2, card (SL, (Z,)) = ptt H (p" - pk_l) = pn(”;l) H (;0] - 1)
k=1

Solution 4.2

1. Se donner une matrice A € GL3 (Z2) revient & se donner une base de <Z2)3. Il s’agit donc de dénombrer
les bases (eq, ez, e3) de (Zs)> .
Pour ey il y a 7 possibilités, pour es non colinéaire & ey il yen a 8 —2 = 6 et pour es n'appartenant pas
au plan engendré par eq et ea, il y en 8 —4 =4, ce qui donne un total de 7 X 6 x 4 = 168.

2. Comme pour n = 3, il s’agit de dénombrer les bases (¢;),;, de (Zp)"
Pour ey il y a card (Z, \ {0}) = p" — 1 possibilités, pour es non colinéaire a e1 il y en a card (Z, \ Zper) =

p" —p et pour k compris entre 2 et n, supposant donnés e1,- - - ,ex_1 linéairement indépendants, le vecteur
k—1 n

ex est a choisir dans Zp\@Zpei, ce qui laisse p" —p*~1 possibilités. On a donc un total de H (p" - pk_l)
i=1 k=1

bases possibles.
On peut aussi écrire :

card (GL,, (Zy)) = ﬁpk_l (p”_(k_l) - 1)
k=1

_ p1+2+---+n71ﬁ (p] B 1)
j=1

= pn(nzil) H (pj — ].)

j=1
3. SL,, (Z,) est le noyau du morphisme de groupe surjectif :
A€ GLy, (Zy) — det (A) € Z,

C’est donc un sous-groupe distingué de GL,, (Z,) et on a un isomorphisme de groupes de GL,, (Z,) /SL,, (Z,)
sur Zy,, ce qui nous donne :

card (GLy, (Zyp))

card (SLy, (Zp)) = card (Z3)

1. D’aprés Perrin, Algébre
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Exercice 4.3 20n note, pour n > 2, I,, = {1,2,--- ,n} et on appelle dérangement de I, toute permutation o
de I, n’ayant aucun point fize (i. e. telle que o (i) # i pour tout i € I,).
Pour p € N, on note §, le nombre de dérangements de I,. On a 61 =0 et, par convention, on pose 6y = 1.

1. Montrer que si (fn),cy €t (9n),cn Sont deuz suites de réels telles que :

Vn €N, fu=) Cho
k=0

on a alors :
n

Vn € N7 gn = Z (_1)71/—’? Cﬁfk

k=0
(formule d’inversion de Pascal).
2. Montrer que :
VneN, nl =Y Ch, (4.1)
k=0
3. Montrer que :
Vn eN, 6, =n! Zn: (-1* (4.2)
’ Pt k!

4. On considére n couples qui se présentent a un concours de danse, chaque danseur choisissant une parte-
naire au hasard.
(a) Quelle est la probabilité p, pour que personne ne danse avec son conjoint ?
(b) Calculer la limite de p, quand n tend vers linfini.

Solution 4.3

1. Pour n =0, c’est clair.
En supposant n > 1, on note F et G les vecteurs de R™ définis par F = (fr)o<p<pn » G = (91)o<hen €t
on a F'= PG, ou P est la matrice carrée d’ordre n+ 1 :

cy 0 - 0
co oo 0
p=| ¢ ¢ 2 0
.
Cp Cn - C7UCp

et il s’agit alors de montrer que P est inversible, puis de calculer son inverse.
En écrivant, pour k compris entre 0 et n, 'égalité dans R, [X] :

k
1+x)*=>"cixi
7=0

on remarque que P = 'Q, ot :

cy oy ey - Y

0 ¢l ¢l ... cl

Q=| 0o 0 C? :

S cnt

0o 0 - 0 C»
t la matrice d de la b jque (X* de R, [X] d la b 1Xk) L
est la matrice de passage de la base canonique ( )nggn e [X] a la base (( +X) 0<hin a

matrice @ est inversible et son inverse est la matrice de passage de ((1 + X)k)0<k< a (Xk)0<k<n7 qui
= 71’7‘ ==

s’obtient avec :

k
XF=(1+x-1)=>cla+x) (-1’
7=0

2. F. G. N. Algebre 1
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On a donce :
cg ¢y ¢ - (=D)"Cp
o ¢t -¢i - ()"l
Q= o o ¢z - :
oo e e (=peptt
0 0 0 cn
et :
Y 0 0
Y Cl 0 0
pPl=1Q7! = C? -C3 C3 0
: : . 0
(-n"cy (-p"tel (-ycet cr

On peut aussi procéder par récurrence sur n > 0.
2. Pour n =0 c’est clair vu les conventions 0! = §g = 1.

n

Pour n > 1, n! qui est le nombre de permutations de I,, peut s’écrire n! = > Ty, 06 Ty est le nombre
k=0

de permutations de I, ayant exactement k points fixes. En choisissant un ensemble de k points fizes dans

I, il y a 0, dérangements possibles pour les n — k points restants et comme il y a C* facons de choisir
ces k points fires, on déduit que m, x = CFd, 4 et :

n! = zn: Cron_1 = zn: Cpro = zn: Crox
k=0 k=0 k=0

3. En utilisant la formule d’inversion de Pascal, on déduit de la question précédente que :

n n k

_ n—k ~kp| _ (_1)
On =D ()" " CER =01 o

k=0

k=0
(a) En supposant qu’on est dans le cadre de l’équiprobabilité, on a :

5n - (_1)k
D Dh

k=0

1
li n — —
(b) Jlim pn= -

n—-+o0o



Exercice 4.4 Montrer la formule (4.2), sans utiliser la formule d’inversion de Pascal.
Solution 4.4 On peut écrire que :

n 71 k
n'z( k!)

k=0

n!

(-1 k' (n — k)!

(n—k)!

I
bl
Bilygt
o

n—k
(~1"Ch Y Chid;
7=0

n—j
(z - cscz;k) 5
k=0

0<ji<n—-k<0<k<n—j) et remarquer que, pour 0 < j<mn, ona:

k

Il
=)

n

[}

j=

nij 1 k Ckcf] = 1 k n! (n — k‘)'
kzo(_ ) n n—k_kzo(_ ) k'(n—k’)']'(n—k—])l
lnij 1
k
R PL ) A wy ey
J: k=0 k! (n k ]),
nt R e (=)
- _ _1 N JI
j!(nfj)!,;)( ) E'(n —k — j)!
n—j ) )
:Cj (_1)k0k :Cj (1 1)n—j_ 0 SZOSJ Sn*]_
nk:o " " lsij=n
‘ p ~ (-1)" s
ce qui nous aonne nkz k' = 0p.
—0

0
Exercice 4.5 ®On se propose de montrer la formule (4.2) en utilisant la série entiére > —T:Z"
n!

1
1. Montrer que la série entiére —n'z" est convergente pour |z| < 1. On note f (z) sa somme.
n

2. En utilisant (4.1) , montrer que, pour |z| < 1, on a :

e
Fe) = 1—
N
3. En déduire que 6, = n!Z T
k=0
nl 1
4. Montrer que 6, = FE < + 2) pour tout n > 1, ot E est la fonction partie entiére.
e

Solution 4.5
) )
1. Comme 0 < —T: <1 pour tout n >0, la série entiére > —T'Lz" est convergente pour |z| < 1.
n! n!

2. Pour |z] <1, on a le produit de Cauchy des séries entiéres :

+oo5n . +<>01 .
e (£57) (£

n=0 n=0
£ (55t
- L (n — k)
n=0 \k=0 (n k)
“+ o0 n + oo
1 k n __ n __ 1
=> Cn6k>z >z =
n=0 k=0 n=0
et donc :
fl) =
Z) =
1—=2

3. F. G. N. Algebre 1



20 Exemples de problémes de dénombrement

3. Utilisant & nowveau le produit de Cauchy des séries entiéres, on en déduit que :

+oc5nn +o0 " +ocn el SRR A .
o-Ehe- (£ £4)-EE9):

n=0 n=0 n=0 n=0 \k=0

n ( 1)k
— 12 N )
et on retrouve 6,, = n! o
k=0
4. On a, pour tout n >0 :

n! n!
n=0
ou : N i
= (-1 1
Bl = Z = !
Wo k! (n+1)!

(majoration du reste d’une série alternée). Il en résulte que, pour n > 2, on a :

n! 1 1
— —0n 7n'|Rn|§?<§
donc :
2 "9
et : ol )
§n<—'+§<5n+1

. n! 1
ce qui entraine que 6, = E [ — + 3)
1
2

e
1
Pourn =1, ona51:0:E<+
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Exercice 4.6 *On note, pour n > 1, I, = {1,2,--- ,n} et on désigne par B, le nombre de partitions de I,
(nombres de Bell). On convient que By = 1.

1. Calculer 1, B2, 3.
2. Montrer que Bn, < n! pour tout n € N.
3. Montrer que :

Vn € N, 6n+1 = ZC:;B]@
k_

n_n

4. Montrer que la série entiére ﬁ—'z est convergente pour |z| < 1. On note f (2) sa somme.
n

Solution 4.6
1. (a) Onal; ={1} et 1 =1.
(b) On a Iy ={1,2} = {1} U {2} et B2 = 2.
(c) On a :

Iy = {1,2,3) = {1} U{2,3} = {1} U{2} U {3} = {1,2} U {3}
—{1,3}U{2)

et 65 = 5.
2. On désigne par E, 11 Uensemble de toutes les partitions de I, 41. On partitonne Epq1 en Epp1 = |J Enyik

k=
ot Fni1 est l'ensemble de toutes les partitions I,11 = J1 U---UJ, ot le sous-ensemble J, Ode I
contient n + 1 et est de cardinal k + 1. Choisir J, revient a choisir une partie ¢ k éléments dans I,
ce qui donne C* possibilités et pour Jp choisi, il y a Bn_k partitions possibles de In11 \ Jp. On a donc
card (Epq1k) = CBn_ et :

n

Bry1 = ZC Bk = ZC’,’;‘_Jﬂj = Cip;

Jj=0 Jj=0

3. On a By = B1 =1, donc le résultat est vrai pour n = 0, 1. Supposons le résultat acquis jusqu’au rangn > 1.

On a alors :
- " n! " n!
1l = ckp, < — k!l = —_—
Busr =D _ Cufi *Zk!(n—k)! D (n—k)!
k=0 k=0 k=0
<(n+1)nl=(n+1)!
4. Comme 0 < & < 1 pour tout n > 0, la série enticre B—Z est convergente pour |z| < 1.
n!

5. Pour |z| < 17 on a le produit de Cauchy des séries entiéres :

<= (55 (5]

+oo

B 1 n
=z(zkﬁ(nk>l)z
k=0

n=0

+o0o
5 (ZO%) = B

n= 0

—Z T=1(2)

nl

On a donc en particulier :
Vo e]-1,1[, f () —e"f () =0

4. F. G. N. Algebre 1 ou Meunier
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et donc : ’ ’
Vo e]—1,1[, f(z) = Aed €79 = )¢

1 1 =
avec [ (0) = Bo = 1= Ne, ce qui nous donne A\ = — et f(x) = —€° .
e e

Il s’agit donc de développer en série entiére la fonction g : x — e (on sait qu’elle l'est au moins sur

1-1,1]).
Ona:



5

Exemples de séries de Fourier et de leurs
applications

On désigne par D l'espace de Dirichlet des fonctions f : R — R qui sont 27-périodiques, continues par
morceaux et telles qu’en tout point de discontinuité a de f, on ait :

fa)+f (@)

fla) =1

Exercice 5.1 Soit (uy), oy une suite réelle qui tend vers 0 en décroissant et telle que SuZ = +oo.
Montrer que la série trigonométrique > u, sin (nx) est convergente sur R, mais qu’elle ne peut étre la série de
Fourier d’une fonction f € D.

Solution 5.1 Pour x € 27Z la série > uy, sin (nx) est nulle.
Pourx € R—2nZ, on a :

An (.Z’) = zn:eqkm = 1- el(”j‘rl)x = elnl te lni-z — 61'52 -
P 1—e® e’z e '2 —e'2
: 1
_ g sin ()
sin (3)
et :
n
> sin(na)| =[S (An ()] < |4, (2)] € =7
k=1 |s1n (§)|

(on a sin (g) # 0 pour x € R\ 277Z).
Dans le cas ot la suite réelle (u,)
> upsin (nx) est convergente.

Si cette série est la série de Fourier d’une fonction f € D, cela signifie que a, (f) = 0 pour tout n > 0,
b (f) = un pour tout n > 1 et le théoréme de Bessel nous dit que la série S (by (f))> = S_u2 est convergente,
ce qui n’est pas.

nen tend vers 0 en décroissant, le théoréme d’Abel nous dit alors que la série

1
La suite (a> avec 0 < 2a < 1 nous donne un exemple de telle situation.
n>1

23
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Exercice 5.2 "En utilisant la fonction 2m-périodique f qui vaut 7% — x>

séries sutvantes :

sur [0,7], calculer les sommes des

400 1 400 n+1 +o0 1 00 1
S LS ety o

Solution 5.2 On a b, (f) = 0 pour tout n > 1 puisque [ est paire et :

ao (f) = i/oﬂ (n? — 1) dt = ng

an (f) = 2 /7r (WQ—tQ)cos(nt)dt:i{[(wz—tQ) Sinmt)rjti/ﬂtsm(nt)dt}

™ Jo n

0 0
4 H1" 1" —1)"*
= — { [tcos(n)} + 7/ cos (nt) dt} = 4%
™ n |, nlJo n
pourn > 1.
Avec |ay, (f)| = — pour tout n > 1, on déduit que la série Y an (f) est absolument convergente et la série de

Fourier de [ converge normalement vers f. On a donc, pour tout réel x :

1)7L+1
f () —|— Z an, (f) cos ( = *Tl' +4 Z cos (nx)
ce qui équivaut a :
n+1
V€ [0, 7], *TI' + 42 cos (nx)
Les évaluations en x = 7 et x = 0 respectivement nous donnent :
IR IR
- . _ T
n?2 6 n?2 12

n=1 n=1

La somme de ces deux séries nous donne :

g’f;:ﬁ
~(2p+1)° 8

Enfin le théoréme de Parseval nous donne :
a%(f) ++§a2 (f)—z/ﬂ (7r2—t2)2dt— L6W4
2 g 15
soit :

n=1

1. D’aprés Gourdon, Analyse
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Exercice 5.3 A tout réel a € 10, 7[ on associe la fonction fo, 27-périodique et impaire telle que :

z(r—a) si0<z<a
a(r—z) sia<z<m

Vo € [0,7], fo(x) :{

1. Etudier la série de Fourier de f,.
2. En déduire que :
Ji:.osin(mc)sin(na) { w si0<z<a

N Msiaﬁxﬁw

sin? x(m—x)

2 2

=
+o0
Z 2no: 77‘( Ca(r—2)
Too
Lo

pour x,a dans |0, 7[.
3. En utilisant la fonction f € D telle que f (0) =0 et :

™ =X

2

Vr €10,2n[, f(x) =

montrer que :

+oo . oo .
I PR EE

n=1 n=1

Solution 5.3

1. La fonction f, étant 2m-périodique continue et de classe C' par morceauz, est développable en série de
Fourier, la convergence étant uniforme sur R tout entier. Ces coefficients de Fourier trigonométriques
sont donnés par a, = 0 puisque la fonction f est impaire et pourn >1 :

((W—a) /Oatsin(nt) dt+a/: ( — t) sin (nt) dt)
((W —a) ([—tcoz(”t)h 4 % /0 " cos (nt) dt))
<a({—(w—t)cosnm’5)]:—Tll/;cos(m)dt»

((w —a) <_ac"s(”“) + L sin(na)

)
<a ((77 —a) C‘”T(”“) 4 % sin (na)>)

b, =

_|_
A0 3 0 3|0 3o

3[0‘ [N)

2. Ce qui donne, pour tout réel x € 10,7 :

2+Z°° sin(nxiiin(na) () = { z(r—a) si0<z<a
n=1

a(r—2z) sia<z<m

(pour x =0 ou x = 7 tout est nul) et © = a € |0, 7| donne :

n? - 2

io sin? (nx)  x (7 —x)

n=1
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En écrivant que cos (2nx) = 1 — 2sin’ (nx), on en déduit que :

X cos (2na) B =1 X sin? (nzx)
P D D= D D
n=1 n=1 n=1
2
T
=——z(mr—=x
——a(r—q)
T
Prenant x = 3 on retrouve :
+oo (—l)n B 7'r2 71-2 B 71_2
nz2 6 4 12
n=1
On a aussi :
f cos® (nz) X1 =Xgin? (nz) w2 ax(r-—x)
T2 2 2 T e T 9
n=1 n n=1 n=1 n 6 2

. La fonction f € D étant de classe C' par morceausz, le théoréme de Dirichlet nous dit que sa série de

Fourier converge simplement vers f sur R.
Ses coefficients de Fourier sont donnés par :

1 2 1 U
=5 ; (W—t)cos(nt)dt:% weos (n(m —u))du

= (GOl /ﬂ wcos (nu) du =0

2 J_,

an

—T

(par parité) et :

by = 1/0% (7 — £) sin (nt) dt i/W wsin (n (x — u)) du

27 2 J_,

= (_1)n+1/7r usin (nu) du = Hylﬂ/oﬂusm(”u)d“

2 o s

[ e

On a donc, pour tout x € ]0,2x] :

-i:.osin(n:c) T
n 2
n=1

et pourx =1 :
+oo

Z sin(n) w—1 +ZO° sin? (nx)
n 2 n?

n=1 n=1
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Exercice 5.4 2Soient A\ € C\ [—1,1] et f définie sur R par :

1

f )= A+ cos (z)

On se propose d’utiliser les séries de Fourier pour calculer les valeurs des intégrales :
T cos (nx
/ _cos(nz)
o A+ cos(z)

1. Montrer que I’équation polynomiale P (z) = 2? + 2\z + 1 a deux solutions complexes 21,22 telles que
0<|z] <1< |z.

pour n € N.

2. Montrer que, pour tout réel x, on a :

3. En utilisant la décomposition en éléments simples de et le développement en série entiére de

1 1
P(z) 1-2z
pour |z| < 1 dans C, donner le développement en série de Fourier de la fonction f.

T cos (nx
4. En déduire les valeurs des intégrales / (n2) dx, pour tout entier n > 0.

o A+ cos(x)
5. Calculer en particulier les intégrales suivantes :

/ cos (nx) d. / cos (nx) da
o 2+ cos(x) o ch(a)+ cos(z)
pour tout entier n > 0, tout réel a > 0.

Solution 5.4

1. En désignant par z1, z2 les solutions complezes de P (z) =0, on a z120 = 1 et 21+ 22 = —2\. Ces solutions
1
sont donc non nulles et z2 = —. L’une d’entre elles, disons z1 est donc telle que 0 < |z1| < 1. Si |z1]| =1,
21
) 1 )
on a alors 21 = € 29 = — = e et z; + 29 = 2cos (0) = —2), soit A = cos (0) € [~1,1], ce qui n'est

2z
1
pas. On a donc 0 < |z1| <1 et |z| = ol > 1.
21
2. Ona:
efi:vP (eia:) _ efix (e2iw _’_2)\611 4 1) _ eia: +67i$ 42\
=2 (A + cos (z))

c’est-a-dire que :

3. Ona:

1 1 1 1 1
P(z) (z—z1)(z—2) 21—2 <z—z1 z—zg>

ce qui nous donne :

flz) = 2e™ _ 2e™ ( 1 _ 1 )

P(e®) 21—z \ €™ —2z €% — 2
2 1 2e' 2, 1

21 —291—e Tz 2z — 291 — €Tz

2. D’aprés Ramis, Deschamps, Odoux, exercices d’analyse 2
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02| = |z1| < 1, ce qui nous donne

o
_ —inx 261“/L’z1 TL ’an
fx)= E zre g
Z1 — 22 21 — Z2

[eS) )
§ 2?6 inx E Z?eznm
1 — 22

avec ‘6

n=0 n=1

1+ Zzl ine + eznm))

n=1

21— 22

= 1+2
zl—z2< + Zzl cos nx))

n=1

4. Comme les coefficients de Fourier de f € D sont uniquement déterminés, on en déduit que :
Yn>1, b, (f)=0

(f est paire) et :

2 (™ cos(nx) 4 4z
Vn >0, an(f) = = dr = n_ n
n 20, an(/) 77/0 A + cos (z) T Rt z%—lzl

Ce qui donne la valeur des intégrales :

n >0, cos (nx) dr — 27 o
o A+ cos(z) 21— 2o

5. Pour A = 2, les racines deP(z):Z2+42—|—1:0sontz1:\/§—27 29 =—3—2¢t:

™ cos (nx) ™ n n
/o mdm = % (2 — \/g) (-1)

Pour A\=ch(a)>1, on a
P(z)=z"42ch(a)z+1=(z+¢) (2 +e7%)

donc z1 = —e % et :

T cos(nz) T (]t e-na
/0 ch (a) + cos () de = sh (a) (=1)
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Exercice 5.5 3En utilisant le développement en série de Fourier de la fonction x + |sin(z)|, donner une
solution particuliere mw-périodique de 1'équation différentielle y' (z) + y(x) = |sin(x)| et en déduire toutes les
solutions sur R.

Solution 5.5 La fonction x — |sin (x)| étant m-périodique continue et de classe C' par morceauz, est déve-

loppable en série de Fourier, la convergence étant uniforme sur R tout entier. Ses coefficients de Fourier sont
donnés par :

2 s
an = 7/ sin (t) cos (2nt) dt
0

1/ . , B —4
= ;/0 (sin ((1 +2n)t) +sin((1 —2n)t))dt = @I =1)

et b, = 0 puisque la fonction [ est paire. On a donc :

(2
Vz e R, |sin(z) —f—fZCZ: mi
n2 —

On cherche tout d’abord une solution particuliére w-périodique (comme le second membre). Si une telle solution
existe elle est alors de classe C? et C® par morceauz, elle est donc développable en série de Fourier sous la
forme :

+oo
y(x) = % + Z (an cos (2nz) + by, sin (2nz))

n=1

—+o0
la convergence de cette série et des séries dérivées d’ordre 1 et 2 étant uniformes sur R (> ’nkan‘ < too et
n=0

+oo
> ’nkbn‘ < 400 pour k =0,1,2). On peut donc dériver terme d terme et on a :
n=1

Yy’ (z) = —4 Z n? (an cos (2nx) + by, sin (2nz))

n=1
de sorte que ’équation différentielle s’écrit :

ag 2 4 cos (2nz)
+nz:1 an (1 —4n?) cos (2n) + b, (1 — 4n?) sin (2nz)) :; 72 1

De lunicité du développement en série de Fourier dans D, on déduit alors que :
4 4 1
CLO:*aV”ZL an = — 27bn:O
™ T (4n2 — 1)
En définitive une solution particuliére est :

24X cos (2na)
B)==4=y
=2 157

et toute solution de ’équation différentielle est de la forme :

(2) = Acos (z) + s ()+2+4+ZOO cos (2nx)
z)=MAcos(z)+psin(z)+=4+=-Y —=
Y F T (4n2—1)2

3. D’aprés Moisan, Vernotte, Tosel



30 Exemples de séries de Fourier et de leurs applications

27
Exercice 5.6 %Soit f € C' (R,R) une fonction 2m-périodique telle que / f@)dt=o0.
0

Montrer que :
27 27
[ ewras [T@ora
0 0
et préciser le cas d’égalité (inégalité de Wirtinger).

Solution 5.6 Comme f et [’ sont dans D, on dispose du théoréme de Parseval qui nous dit que :

L @) | 3~ S
2] P@d==51 3 (@ (D8 () =D (4 () +5(D)
1 2w

()=~ [ fwa=o e

2m 2 (¢l +oo +o0

L[ wora=2L e Y @@ n o) = X @@+ 2 o)
27 o
(=2 [ pwa=tE0 IO )
Et comme : ’ _— ,
Yn e N* a, (f) = — nr(Lf) et by, (f) = anif)
2 ()02 () = 2D 2 gy gz )
ce qui nous donne l'inégalité de Wirtinger.
Avec : ) , N
f e [Tuwra=30 e 1) @)

on déduit que U'égalité est réalisée si, et seulement si, a2 (f) + b2 (f) = 0 pour tout n > 2, ce qui équivaut a
an (f) =bn (f) =0 et comme f est développable en série de Fourier, cela revient a dire que :

f(x) = ay cos () + by sin (z)

4. D’apres Leichtnam, Analyse
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Le probléme étant de déterminer une fonction u : [0, 7] x RT — R qui est continue sur [0, 7] x RT, de classe C*

sur [0,71] x RT*, de classe C? sur ]0,m[ x R™* et telle que :

ou 0%u

V(x,t) €0, m[ x RT* — (x,t) — 2 (z,t) =0

ot
vVt € RY, w(0,t) =u(mt) =0

Ve e [0,7], u(z,0) = f ()

ot f est une fonction continue et C' par morceauz sur [0, 7] telle que f (0) = f (7) = 0.

On note Er 'ensemble des solutions de cette équation aux dérivées partielles.

1. Montrer que pour toute fonction u € Ey, la fonction ¢ définie par :

vt € RT, cp(t):/ u? (x,t) dz
0

est continue sur R et décroissante sur RY*. En déduire qu’il existe au plus une fonction dans Ey.

2. On prolonge la fonction f en une fonction qu’on note encore f : R — R, 2w-périodique et impaire. Ce

prolongement est continue et de classe C' par morceauz sur R.
Montrer que l'unique élément de Iy peut étre défini par :

+oo

V(z,t) €10, x RT*, u(z,t) = Z by (f) e sin (nx)

n=1
0t (bn (f))pen- est la suite des coefficients de Fourier de f.

Solution 5.7

1. Siu € Ey, la fonction u® est alors continue sur [0, 7] x RT et la fonction ¢ est continue sur RT (intégration

sur un segment d’une fonction continue des deuz variables).

Comme u est de classe C' sur [0, 7] x R™* il en est de méme de u® et o est de classe C* sur RT™* avec :

Ve R, <p’(t):2/ u(x,t)@(x,t)dxzz/ w () 28
0 ot 0

2

u
la fonction 922 étant continue sur [0, 7] x RT* (elle l'est sur ]0, 7] x RT™* et égale sur ce domaine a
x

qui est continue sur [0, 7] x RT*). Une intégration par parties nous donne :

_ _/Oﬂ (gz (x,t))Zd:L'

puisque u (0,0) = f(0) = u(m,0) = f(w) =0, ce qui nous donne :

- 2
Vvt e RT* ¢ (t) = —2/ <8x (:r,t)) dr <0
0

La fonction o est donc décroissante sur R™T*,

(z, t)> i

ou

ot

St ui,up sont deux fonctions dans Ey, la fonction u = uy — uy est également dans Ey, donc la fonction ¢
associée est continue sur RT, décroissante sur RT*, 4 valeurs positives avec :

QO(O)/OTFUQ(O,t)dIO

donc ¢ =0 et uw =0 par continuité, soit uy = us.

On a done, en cas d’existence, Uunicité de la solution de ’équation de la chaleur.

5. D’aprés, Moisan, Vernotte, Tosel ou Lonier, Analyse MP
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2. Comme f est continue et de classe C' par morceauz sur R, la série > b, (f) est absolument convergente

1 1
< 3 (an (P + 2) et de linégalité de Bessel) et la série de
n
Fourier de f converge normalement vers f sur R avec :

/
(ce qui résulte de |b, (f)| = %

Ve eR, f(z Zb ) sin (nx)

On cherche une solution de ’équation de la chaleur sous la forme :

Z B (t) sin (

En travaillant formellement, on a :

Z B (t) sin (
et :

82
Z n?B, (t)sin (nx)
n=1
0%u
5 (z,t) = 0 équivaut a :

t Uéquati @(xt)f—
et léquation 5 & I

Vn € N*, Vt € R™*, B (t) = n?B, (t)

ce qui donne By, (t) = Ane~ ™t avee A, € R, la condition initiale u (2,0) = f(x) donnant A\, = b, (f).
1l reste o vérifier que tout cela est valable.

Comme |b, (f)e™" ’sm(na:)‘ < |bn (f)| pour tout (z,t) € R x RT avec Y. |b, (f)] < +oo, la série

> b (f) e~ sin (nz) est normalement convergente sur R x R™ et sa somme y défini une fonction conti-
nue.
Pour tout couple d’entiers positifs (p,q), on a :

‘521:;(1 (bn f) e "sin (nx)) ‘ = |n? (—n2)q b (f) e " sin (mc —|—pg) ‘

<2 b, (f)] e
pour tout © € R et tout t € [a, +oo[, ot a > 0 avee S nP+2 b, (f)]e ™" < 400 puisque (b, (f))nen- est

bornée. Il en résulte que toutes les séries y % (bn f) e~"’tsin (mc)) sont normalement convergentes
sur R x [a, +o0[.
On en déduit que la fonction u est de classe C® sur R x RT* et que les dérivations sous le signe somme
sont justifiées. La fonction u, restreinte a [0, 7] X R™, est donc l'unique élément de Ey.
En écrivant que :
1 (" 1 [
by (f) = — f(uw)sin (nu) du et a, (f) = — f(u) cos (nu)du =0

L — -7

on a, pourn >1 :
by, (f) sin (nz) = ay, (f) cos (nx) + by, (f) sin (na)
— L Fweos(n (@ - w))at

T™J—x

et pour (z,t) € R x RT* ;

1,
2o | S cos e —u)

/Tr (Z et cos (n (x — u))) f(u)dt

n=1

u (z,t)

(pour t > 0 la série en u, 3 et f (u) cos (n (z — u)) est normalement convergente).
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Exemples de calculs d’aires et de volumes

Exercice 6.1 Pour tout p € [1,4+00], on désigne par B, = {r € R? | 2|, < 1} la boule unité de R? pour la
norme |-||,, et par A, Uaire de B,

Montrer que Uapplication A est croissante sur [p, +oo[, déterminer sa borne inférieure et sa borne supérieure
et calculer A, pour tout p > 1.

1
—.p=1,p=2etp=-+o0.

Solution 6.1 Sur la figure 6.1, on a représenté les ensembles B, pour p = 5

By

B,

=

1
F1GURE 6.1 — Boules B, pour p = ok 1, 2, 400
On constate que B% n’est pas conveze et en conséquence, x — ||| n’est pas une norme.
2
La croissance de A provient des inclusions :
Vg>p>1, B, CB; C By
ce qui peut se montrer comme suit.

Pour tout x = (x1,x2) € By, on a |z1|" + |22’ < 1, donc |z1| <1 et |z2| <1, soit ||z||, et © € Boo. On a donc

33
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B, C By pour tout p > 1.

s =

Pour ¢ >p>1 etz = (x1,22) € By, on a|za| < (1 — |z1|")
que :

avec |z1| € [0,1]. Il nous suffit donc de montrer

Vte[0,1], (1—tP)r < (1—t9)s
ce qui équivaul a :
Vuel0,1], (1—u)’ <1—ur

(Vapplication t — u = tP est bijective de [0, 1] sur lui méme).
1l s’agit donc de montrer que : ,
Vr>1, Vuel0,1], (1-u) <1-—u"

ce qui résulte de :

r

Vr>1,Vuel0,1], (1-u) <l-u<l-u"

(pour r>1,0na0<0v" <vpour0<v<1)
On en déduit que :
va]., A1:2§APSAOC:4

Par symétries, on a :

1 1 4 rt 11 4 1 1
A 24/ 1_$P;d$1:,/ l—tptpldt=B<+l,)
p 0( 1) ) 0( ) AV

ot B désigne la fonction beta définie par :
1
Vo >0, Vy >0, B(z,y) = / (1—t)" v tae
0

L)' (y)

Sachant que B (x,y) = T ty)

, 06 la fonction T' est définie par :

+o0
Ve >0, I'(z)= / t* e tdt
0

on a la formule :

4
.Ap :2; 5
2+1)
et qvec I' (x + 1) = 2T (x), on obtient :
2
(i
2

()
p
1 .
Sachant que T' (1) =1 et T <2> =/, on vérifie que Ay = .

En écrivant que :

et en utilisant la continuité de I' en 1, on en déduit que :

lim A,=4= A,

p—+oo

et Ao est bien la borne supérieure de A.
La croissance A n'est pas une évidence sur les formules.
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Exercices sur les endomorphismes
diagonalisables

Exercice 7.1 A tout entier n > 2 et toute permutation o € Sy, on associe la matrice de permutation P, définie
comme la matrice de passage de la base canonique B = (ek)lgkgn de C" a la base B, = (eg(k))1<k<n.
Pour cet exercice, o est le cycle 0 = (1,2,--- ,n) et on note P pour P,.

1. Montrer que P™ = I, et en déduire que P est diagonalisable.

2. Déterminer le polynéme minimal et le polynome caractéristique de P.
3. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres associés de P.
4

. Montrer que, pour tout cycle v d’ordre n dans S, la matrice de permutation P, est diagonalisable et
préciser ses valeurs propres.

5. On se donne des nombres complexes ag,a1,--- ,a,—1 et on leur associe la matrice :
ag Ap—1 a2 ay
ay " a2
A= as = ((ai—jmodn)hgiJSn
an—1
Ap—1 s az  ai ag

Montrer que cette matrice est diagonalisable et préciser ses valeurs propres.

6. Diagonaliser la matrice :

2 1 0 - -1
-1 0

A=1 o 0
.o 1

1 0 -1 2

et calculer son rayon spectral.
Solution 7.1 Pour toute permutation o € Sy, la matrice P, est définie par :
vk € {]—7 7”}7 Pyep, = €o (k)

ce qui revient a dire que :
P, = (60(1)7 T aea(n)>

Pouro=(1,2,---,n), on a:
0 0 1
10 0 0
P 1 0 0
00 10

35
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. Pour toutes permutations 0,0’ dans S, et tout entier k compris entre 1 et n, on a :

P,P,e, = Pcreo’(k) = €o00’ (k) = Pyooreg

ce qui revient & dire que Py P, = Pyoyr.
En particulier, si o est un cycle d’ordre n, on a alors :

P' =Py =Pry=1I,

g

La matrice P est donc annulée par le polynome Q (X) = X" — 1 qui est scindé & racines simples dans
C[X] et en conséquence, elle est diagonalisable.

2im
. Onnotew=¢en etona:

n—1

QX)=x"—1=]] (x-w")

k=0

Le polynome minimal np de P est un diviseur non constant de Q (X) = X™ — 1. Si deg (7p) < n, il existe
alors un entier k compris entre 0 et n — 1 tel que la matrice P soit annulée par le polynome :

X"—1  X"— ()" et

kyn—2 , .. (n—2)k (n—1)k
X oF - X o 4+ w" X 4+ Fw X 4+w

Qr (X) =
Mais avec : _
Pley=epiqy=€11 (0<j<n—1)

on en déduit que :
Qr (P)er =e, + Wrep1 4+ w ey 4 w(Dke =

ce qui contredit le fait que B = (ek)lgkgn est une base de C™.
On a done mp = Q et le polynéme caractéristique de P est (—1)" Q a cause des degrés.

. L’ensemble des valeurs propres de P est donc l'ensemble :

Ty ={e* [0<h<n-1} = {" |0<k<n-1})

des racines n-émes de 'unité.

Comme ces valeurs propres sont deux & deux distinctes, les espaces propres associés sont tous de dimension
1.

Pour k compris entre 0 et n — 1, Uégalité Px = w*

x avec x € C"\ {0} équivaut d :

Ty = W T
zj=wrrj (1<j<n—1)
ce qui impose x, # 0. En choisissant x,, = 1, on obtient :

xj =w Ik (1<j<n)

. Comme tous les n-cycles sont conjugués dans S, (il existe 7 € S, telle que v = Too o =1 donc

P, =P yor-1 = PP, (Pr)fl), la matrice P, est diagonalisable, les w* étant ses valeurs propres.

. On remarque que, pour k compris entre 1 etn—1, on a :

0 0 1 -0
o --- .0
Pk:Po-k: 1 1 :(€k+17"',e71,7€1,"',ek)

la diagonale inférieure de 1 étant en position k et la diagonale supérieure en position n — k et :

A=apl, +a P+ asP?>+---+a, 1P" ' = R(P)
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ot R(X) = Zaka. Comme la matrice P est diagonalisable, il en est de méme de A et les valeurs

k=0
propres de A sont les R (wk) pour k compris entre 0 et n — 1. Précisément, on a :

U 'AU = diag (R(1),R(w), -+, R ("))

ou :
1wl w2 .. gD
1 w2 w4 . w—2(n,—1)
U= 1
1 w ' nooym2n wfn('nfl)

. On est dans la situation précédente avec :
RX)=2-X - x"!
Les valeurs propres de A sont donc les :

Me=2—wh — k=D =9 )k 7k
2km
=2(1-R (W) =2(1- —
(=R () =2 (105 (27))
. o [ km
=4sin“ [ — ) (0<k<n-1)
n

avec : )
An—r = 4sin? <7r—7j) =XA>0(1<k<n-1)

Pour n =2p, on a Ao =0 qui est simple :

M = Agp_ 1, = 4sin? (Z;) 1<k<p-1)

qui sont doubles et A\, = 4 sin? (g) =4 qui est simple. Le rayon spectral est alors p (A) = 4.

Pourn=2p+1, on a \g =0 qui est simple et :

km
2p+1

)\k:4sin2< )(1§k§p)

qui sont doubles. Le rayon spectral est alors p (A) = Xy = 4 sin? <2 pj— 1) .
p
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Exercice 7.2 Diagonaliser la maitrice :

1 1 11
1 0 0 1
A=| 0 e [EMa®)
10 -~ 01
11 .- 11

pour n > 3 (il peut étre judicieuz de calculer ker (A), Tr (A) et Tr (A?)).

Solution 7.2 Comme A est de rang 2, son noyau est de dimension n — 2 et Ay = 0 est valeur propre d’ordre
n — 2 puisque A est diagonalisable (elle est symétrique réelle). Désignant par A2 et A3 ses deuzr autres valeurs
propres, on a Tr (A) = 2 = \a + A\3. De plus avec :

n 2 -+ 2 n

2 2 2 2

A2 = . .
2 2 .. 2 2

2 ... 2 n

on déduit que Tr (A?) =4(n—1) = A3+ A3. On a donc :

A+ A3 =2
()\2 + )\3)2 — ()\% + )\g)
2

/\2/\32 :2(2—n)

et Ao, A3 sont les racines de X2 —2X +2(2—n) = (X —1)> — (2n—3), ce qui donne Ay = 1 — \/2n — 3 et

A3 =14+ +/2n — 3 comme valeurs propres simples.
L’espace propre associé a la valeur propre 0 est 'espace de dimension n — 2 d’équations :

Tog+ -+ Tpo1=0
1+, =0

Un vecteur dans ce noyau s’écrit donc :

T 1 0 0
To 0 1 0
x = = + x2 : + Ty
Tp_o 0 0 1
—To — " — Tp—2 0 —1 —1
—I -1 0 0

et en notant (€i),<;<, la base canonique de R", une base de ce noyau est :

(61 —€n,€2 —€p_1, " ,Ep_2 — en—l)
La droite propre associée a Ao =1 —+/2n — 3 est définie par :

vV2n—-3z1+20+ -+ xpn_1+x,=0
r14z,=(1-vV2n=3)z; 2<j<n-1)
T+ To 4+ xp—1 +V2n -3z, =0

En retranchant la derniére équation a la premiére, on déduit que x1 = x,, et prenant x1 = 1, on obtient :

2 V=341
1—V2n—-3 n—2

De maniére analogue, on vérifie que la droite propre associée 4 A3 = 1+ +/2n — 3 est dirigée par le vecteur x de
coordonnées :

$j:

=, =1

. 2 Von—-3-1
i~ =

1++v2n—-3 n—2




On a donc :

P7'AP =diag (0,---,0,1 —v2n — 3,1+ v2n —3)

avec :

1 0 o -+ 0 1 1
V2n—3+1 V2n—3—-1
0 1 0 . 0 — P po—]
0 0 1 -0
V2n—3+1 V2n—3—1
SR = Aoy =
n—3+ n—3—
0 -1 -1 e -1 - n—2 n—2
-1 0 o - 0 1 1
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Exercice 7.3 On désigne par D,, (C) ’ensemble des matrices diagonalisables dans M, (C).

1. Montrer que D,, (C) est dense dans M, (C).
2. Montrer que l'ensemble Dy (R) des matrices diagonalisables de Mo (R) n’est pas dense dans Ms (R).
3. Déduire le théoréme de Cayley-Hamilton de la densité de Dy, (C) dans M, (C).

Solution 7.3

. L’application ¢ : M (R) — R qui associe & une matrice M = (

1. Toute matrice A € M,, (C) est semblable ¢ une matrice triangulaire supérieure, ¢’est-a-dire qu’il existe

ti1 tiz - tin
. . . . . . 0 too
une matrice P inversible et une matrice triangulaire T = telles que A =
: - tn—l,n—l
0O --- 0 ton
PTP~ .
On désigne par o un réel non nul tel que :
tn+ #tjj (1<Z7é.7<n>

pour tout entier k > 1.
Si tous les t;; sont égoux, « = 1 convient, sinon on prend :

O<a<min{w1<i7&j<n ettjﬁét“}
dans ce cas, on a pour i # j tels que tj; # t; :

=il 5 <li—ila < |ty — tal
donc t; + 7& ti; + = < et pour tj; = t;; cette inégalité est encore vraie pour i # j.

Pour tout entzer k> 1, la matrice :

ti1 + 7 t12 e tin
20 )
T, = 0 log + 5
- ‘ tnfl,nfl
0 0ty + 22

a ses valeurs propres deux a deux distinctes, elle est donc diagonalisable. Il en est de méme de la matrice
A = PT, P~ et en utilisant la continuité du produit matricielle, on a :

lim A, =P lim T,P '=PTP '=4

k—+o00 k—r+o00

La matrice A € M,, (C) est donc limite d’une suite de matrices diagonalisables, ce qui signifie que D,, (C)
est dense dans M,, (C).

b o
ch d > le discriminant de son polyndéme

caractéristique :
© (M) = (a —d)* + 4bc

est continue donc :
A= lim Ay = ¢(A)= lim ¢(4).

k—+o00 k—4o00

Mais pour Ay dans D2 (R), on a ¢ (Ar) > 0 et pour A & valeurs propres complezes non réelles, on a
v (A) < 0. Une telle matrice A ne peut donc étre limite d’une suite de matrices de Dy (R).

. Pour toute matrice A € M, (C), on note Py son polynéme caractéristique.

Si A e M, (C) est diagonalisable, il existe une matrice inversible P et une matrice diagonale :
A 0 -0

DZO/\Q"'E,
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telles que A = PDP~'. Ce qui entraine :
Pa(X) =]\ — X) et Pa(A)=PPs(D)P~ =0
k=1

Une matrice quelconque A € M,, (C) peut s’écrire A = klir+n Ag, 0t (Ag)ey est une suite de matrices
—+00

diagonalisables. Avec la continuité de Uapplication M — Py (M) de M, (C) dans M., (C) (les compo-
santes de cette application sont des fonctions polynomiales des m;;), on déduit alors que :
PA (A) = lim PAk (Ak) = 0.

k—+o0
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Exercice 7.4 Soit (u;),.; une famille d’endomorphismes de E diagonalisables (I’ensemble I ayant au moins
deuz éléments).

Montrer qu’il existe une base commune de diagonalisation dans E pour la famille (u;)
ces endomorphismes commutent deux a deuz :

i1 Sl et seulement si,

Y (i,7) € I?, ujou; = ujouy

Solution 7.4 S’il existe une base commune de diagonalisation B pour la famille d’endomorphisme (u;);c;, en
ulilisant les matrices des u; dans cetlte base B, on vérifie facilement que ces endomorphismes commutent deuz
G deux.

Pour la réciproque, on raisonne par récurrence sur la dimension n > 1 de F.

Pour n =1 le résultat est évident puisque tous les u; sont des homothéties.

On suppose que E est de dimension n+ 1 et que le résultat est acquis pour les espaces vectoriels de dimension
inférieure ou égale a n. Si tous les u; sont des homothélies alors le résultat est clair. Sinon soit j dans I tel que
u; ne soit pas une homothétie. On a alors la décomposition en sous espaces propres :

E = @ ker (u; — AId).

AeSp(uy)

L’endomorphisme u; n’étant pas une homothétie chaque sous espace propre de u; est de dimension inférieure
ou égale & n. Comme tous les u; commutent & uj, chaque sous espace propre est stable par u; pour tout i dans
I et la restriction de chaque u; & chaque ker (u; — AId) est diagonalisable. On peut donc appliquer, pour tout
X € Sp(u;), Uhypothese de récurrence a la famille des restrictions des w; a ker (u; — AId), ce qui permet de
construire une base de diagonalisation de ker (u; — AId) commune & toutes les restrictions de u; & cet espace.
La réunion de ces bases donne alors une base de diagonalisation commune & tous les u;.
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Exercice 7.5 Soient K un corps de caractéristique différente de 2 et n un entier naturel non nul.

1. Montrer que si G est un sous-groupe multiplicatif fini de GL,, (K) tel que tout élément de G soit d’ordre
au plus égal a 2, alors G est commutatif de cardinal inférieur ou égal a 2.

2. En déduire que pour (n,m) € (N*)? les groupes multiplicatifs GLy (K) et GLy, (K) sont isomorphes si, et
seulement si, n = m.

Solution 7.5

1. Dire que tous les éléments de G C GL,, (K) sont d’ordre au plus égal a 2, revient a dire que l'on a A? = I,,,
ou encore A = A~1, pour tout A € G.
Pour A, B dans G, on a AB = (AB)™" = B~'A~! = BA, donc G est commutatif.
Tous les éléments de G sont annulés par le polynéme X2 — 1 qui est scindé a racine simples (puisque K
est de caractéristique différente de 2, ce qui entraine —1 # 1), ils sont donc diagonalisables et comme G
est commutatif, ils sont simultanément diagonalisables, c’est-a-dire qu’il existe une matrice inversible P
telle que pour tout M de G la matrice P"'MP est diagonale. De plus avec M? = I,,, on déduit que les
valeurs propres de M sont dans {—1,1} et la matrice P"'MP est de la forme :

(M) 0 - 0
0 e - 0
D= , ,
0 o0 en (M)

o e (M) € {—1,1}, pour tout k compris entre 1 et n. On en déduit alors que Uapplication :
Mv+— (1 (M),eo (M), e, (M))

réalise un isomorphisme de groupes de G sur un sous-groupe de {—1,1}" . Le groupe multiplicatif {—1,1}"
étant d’ordre 2™ et l'ordre d’un sous-groupe divisant l'ordre du groupe, on déduit que G est fini d’ordre 2P
avec p < n.

2. Supposons qu’il existe un isomorphisme de groupes © de GL,, (K) sur GL,, (K).
On désigne par G le sous-groupe de GL,, (K) formé des matrices diagonales de la forme :

€1 0 0

0 €9 0
D= ,

0 0 e,

ot e, € {—1,1}, pour tout k compris entre 1 et n. Ce groupe est d’ordre 2™ avec tous ses éléments d’ordre
inférieur ou égal o 2. Par I’isomorphisme ® il est transformé en un sous-groupe H de GL,, (K) ayant les
mémes propriétés. D’aprées la question précédente, on a alors n < m. En raisonnant avec l’isomorphisme
&1 on déduit qu'on a aussi m < n. Ce qui donne en définitive m = n.

La réciproque est évidente.
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Exercice 7.6 On rappelle que si G est un groupe dont tous les éléments sont d’ordre fini, son exposant est

gleag;(H (9).

Décrire les sous-groupes commutatifs d’exposant v > 1 de GL,, (C).

Solution 7.6 Soit G un sou-groupe commutatif d’exposant r>1 de GL, (C).

Comme tous les éléments de G sont annulés par le polynome scindé a racine simples X" — 1 € C[X], ils sont
tous diagonalisables. Si de plus G est commutatif, les éléments de G sont alors simultanément diagonalisables,
¢’est-a-dire qu’il existe une matrice inversible P telle que pour tout M de G la matrice P~*MP est diagonale.
De plus avec M"™ = I,,, on déduit que les valeurs propres de M sont dans l'ensemble I, des racines r-émes de
Punité et la matrice P~'MP est de la forme :

A1 (M) 0 0
0 Ay (M) 0
D= ‘
0 oy 0 (M)

ot A\ (M) € T, pour tout k compris entre 1 et n. On en déduit alors que 'application :
M — (A (M), A2 (M) -+, An (M)

réalise un morphisme de groupes injectif de G dans I')' et G est isomorphe ¢ un sous-groupe de I'Y, il est donc
fini d’ordre qui divise r™.
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Exercice 7.7 K est algébriquement clos et n est un entier naturel non nul.
On considere A et B deux matrices de M,, (K) et on introduit ’endomorphisme de M, (K) :

@A7B:Ml—>AM+MB.

1. On supposant que A est diagonalisable et que B = 0, établir que ®4 p est diagonalisable.
2. On supposant A et B diagonalisables, établir que ® 4o p est diagonalisable.
3.

(a) Montrer que pour toutes matrices A, B dans M, (K), on a :

Spec (P 4,5) = Spec (A) + Spec (B)
={a+ | a€eSpec(A4), € Spec(B)}.

(b) Montrer que U'égalité 4 p =0 avec A, B dans M,, (K) équivaut a dire que A = —B est une matrice
scalaire.

(c) Montrer que si @4 p est diagonalisable, alors A et B le sont (on pourra utiliser la décomposition de
Dunford-Schwarz).

4. Lorsque A et B sont diagonalisables, déterminer les éléments propres de ® 4 p en fonction de ceuz de A
et de 'B.

Solution 7.7

1. On peut montrer ce résultat en remarquant que A et ® 40 ont méme polyndme minimal, ce qui résulte de
D gk = (<I>A70)k, Qa0 =APag et Pag+ Parg = Pataro, pour toutes matrices A, A" dans M,, (K),
tout k € N et tout A € K, ce qui entraine que :

VP e CIK], ®payo =P (Pao),

et permet de déduire que A et ® 40 ont méme polyndme minimal.

Une matrice de M, (K) étant diagonalisable si, et seulement si, son polynéme minimal est scindé a racines
simples, on en déduit que A est diagonalisable si, et seulement si, ® 40 est diagonalisable.

On a un résultat analogue pour B et ®q p.

On peut aussi montrer le résultat comme suit.

Si A est diagonalisable dans M., (K) , il existe alors une base (V) <1<, de K™ formée de vecteurs propres
A avec AVy, = o, Vi, pour k compris entre 1 et n. T

En posant, pour k,p compris entre 1 et n :

My, = 0,---,0,V4,0,---,0) € M, (C)
le vecteur colonne Vi, étant en position p, on @ My, # 0 et :
(I)A’Q (]ka,p) = AMk,p = (O’ . 70’ AVk, o,--- aVk> — akMk,p

et les My, sont des vecteurs propres de 4o avec a0 (Myp) = arMy p.

En désignant par (Ei);<;<,, la base canonique de K" et par (Eij), ., -, celle de My, (K), chaque vecteur
E; s’écrit comme combinaison linéaire des Vi et chaque E;; est combinaison linéaire des My ;, ce qui
entraine que le systéme (]\/[kap)1<k,p<n est générateur de M, (K) et en conséquence c’est une base puisque
formé de n? éléments.

En définitive, (Mk,p)1<k,p<n est une base de My (K) formé de vecteurs propres de @40 et P40 est
diagonalisable avec les mémes valeurs propres que A.

2. En considérant que ®ao et o p commutent (pour toute matrice M, on a a9 0 Py p (M) = @y p o
Dao(M)=AMB), on déduit de la question précédente que si A et B sont diagonalisables alors ® 40 et
Do, sont simultanément diagonalisables et ® 4 p = Pa o+ Po B est diagonalisable.

(a) Pour a € Spec (A) et 8 € Spec (B) = Spec (! B) il eziste (V, W) dans (K™ — {0})? tels que AV = aV
et 'BW = BW. On a alors ‘'WB ='W et :

Pap (VW)= (AV) 'W+V ('WB) = (aV) '"W+V (8 'W)
=(a+B)V 'W,
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avec V 'W = (iw))) <i jan = WiV w2V, w, V) # 0 (cette matrice est de rang 1 puisque les
vecteurs V et W sont non nuls).

On déduit donc que V 'W est un vecteur propre de ® 4 p associé a la valeur propre a+f et Spec (A)+
Spec (B) C Spec (®4.p) .

Réciproquement, si i € K est une valeur propre de ®4 p et M € M,, (K) un vecteur propre associé
non nul. On a alors P4 p (M) = AM + MB = AM et AM = M (A, — B) puis par récurrence,
AFM = M (NI, — B)k pour tout k € N. On en déduit alors, par linéarité, que :

VP e K[X], P(A)M = MP (A, — B).

P
En prenant en particulier pour polynéme P le polynéme minimal de A, w4 (X) = H (X —ag),
k=1

p

on a 0 = MH (M, — B — axl,). La matrice M étant non nulle il existe au moins un indice
k=1

ke{l,---,p} tel que la matrice (A — ay) I, — B soit non inversible (si toutes les (A — o) I,, — B sont

P

inversibles il en est de méme du produit et I'égalité 0 = MH (A= ax) I, — B) équivaut & M = 0,
k=1

ce qui n'est pas). Les ay, étant les valeurs propres de la matrice A, on déduit qu’il existe o € Spec (A)
telle que (A — ) I,, — B soit non inversible, ce qui signifie que b = X\ — « est une valeur propre de B
et \=a+ f € Spec (A) + Spec (B).
On a donc 'égalité Spec (P a,5) = Spec (A) + Spec (B) .

(b) Si®ap =0, avec @y g (I,) = A+B =0, on déduit que A= —B et Pap(M)=AM—-MA =0 pour
tout M € M,, (K) signifie que M commute & toute matrice (i. e. M est dans le centre de M,, (K)),
ce qui équivaut & dire que A est une matrice d’homothétie (exercice 77).
La réciproque est évidente.

(c) On note respectivement A = Dy + Na et B = Dy + Ny les décompositions de Dunford-Schwarz dans
M., (K) de A et B ou les Dy, sont diagonalisables, les Ny nilpotentes et Di, Ny, = Ni Dy pour k = 1,2.
On a alors ®4.p = ®p, . p, + PN, N, avec Pp, p, diagonalisable puisque Dy et Dy le sont et ®p, p,
commute & Py, N, puisque, pour tout M € M, (K) on a :

®p, p, 0P, v, (M) =®p, p, (N\M + MN,)
= Dy (N1M + MN,) + (N1 M + MN,) D,
= DyN{M + Dy MNy + NyM Dy + MND,
= N1DyM + Dy MNy + NyMD, + MDyN,
= Ny (D1 M + MD,) + (DyM + MDs) Ny
= O, N, (DIM 4+ MDy) = ®y, n, 0 Pp, . p, (M)

Si @4 p est diagonalisable, il en est alors de méme de ®n, n, = Pa,p—Pp, D, comme somme de deux
endomorphismes diagonalisables qui commutent. Mais Spec (PN, n,) = Spec (N1) + Spec (N2) = {0}
puisque N1 et No sont nilpotentes. On a donc ®n, N, = 0 et Ny = —No = A, avec A nécessairement
nul puisque Ny est nilpotente.

On a donc A= D1 et B = Dy qui sont diagonalisables.

On peut aussi remarquer que ®n, N, = PN, 0 + Pon, est nilpotent comme somme de deux en-
domorphismes nilpotents qui commutent, donc ®ap = ®p, p, + PN, N, est la décomposition de
Dunford-Schwarz de ® 4 p et on a Py, N, =0 pour ®4 p diagonalisable.

4. On a déja vu que :
Spec (P4, 5) = Spec (A) + Spec (B) = Spec (A) + Spec ( 'B)

pour toutes matrices A, B dans M,, (K).

Si A et B sont diagonalisables dans M, (K) , il existe alors une base (Vi.), <)<, de K" formée de vecteurs
propres A et une base (Wy), <)<, formée de vecteurs propres de 'B (une ‘matrice est diagonalisable si et
seulement si sa transposée l’e_stj et on a vu que les Vi, "W, sont des vecteurs propres de ® 4 p.

En écrivant chaque vecteur de base canonique E; comme combinaison linéaire des Vi, et comme combi-
naison linéaire des W, on déduit que chaque E;; = E; tEj est combinaison linéaire des Vj, th ce qui
entraine que le systeme (Vj tWP)lgk,pgn est générateur de M., (K), c’est donc une base puisque formé
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de n? éléments.
En définitive, (V, th)1<k_p<n est une base de M,, (K) formée de vecteurs propres de ® 4, g avec ® 4 g (Vi 'W,) =
(ag + Bp) Vi "W, si AV, = ay Vi, et "BW,, = B,W,,. On retrouve ainsi le fait que ® 4 p est diagonalisable.
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Exercice 7.8 Soient o, 8 dans K et Ay g = ((aij))1<ij<n la matrice d’ordre n supérieur ou égal & 3 définie
par :

. aii:67
Vie{l,2,--- ,n}, { aij =a sije{1,2,---,n}—{i}.

1. Calculer le polynome caractéristique Py g et les valeurs propres avec leur multiplicité de la matrice Aq g.
2. Calculer le polynome minimal m g de la matrice Ay g et montrer que Ay g est diagonalisable.
3. Dans le cas 0w la matrice A, g est inversible, calculer son inverse.

4. Clalculer A’;ﬁ pour tout entier naturel k.

Solution 7.8

1. On a :
a B o o
Aop = STl el el = a0+ B,
e a [ «
a P a a /8

Pour o =0, on a P g (X)=(8—X)" et 3 est valeur propre d’ordre n.
Pour a #0, on a :

avec !
1 —X 1 1
Pio(X)=]| Cel e
1 1 —-X 1
1 1 1 —X

En ajoutant les lignes 2 a n a la premiére ligne on a :

1 1 1 1
1 -X 1 1
PoX)=(n—-1-X)| : ] . . :
T - 1 =X 1
1 .- 1 1 -X

Puis en retranchant la premiére colonne aux colonnes 2 4 n on obtient :

Po(X)=(-)"(X-(n-1) (X +1)""

)

et :

Pop (X) = a"Pro (X_ﬁ> = (-1)"a" (X =8 (- 1)) (X—ﬁ H)”l

(67

Les valeurs propres de Ay g sont donc Ay = B+ (n—1)a et Ao = f—a. Pour a # 0, A1 est valeur propre
simple et \o est valeur propre d’ordre n — 1.

On peut aussi remarquer que Ay p + (o — B) I, = Ay 1 avec A1 de rang 1. On déduit donc que 0 est
valeur propre d’ordre n — 1 de A1 et que Tr(Aq1) = n — 1 est valeur propre simple. On retrouve alors
facilement les valeurs propres de Aq g.

2. Sia=0, on a alors Ay g = B1, et son polynéme minimal est :

T(a,p) (X) =X -5

Pour o non nul, on a :
Aa’ﬁ — (5 — a) In = O[Al’l
Aap—B+Mn—1a)l, =adiin
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avec A11A1,1-n = 0. La matrice Ay g n'étant pas celle d’une homothétie, on déduit que son polyndme
minimal est :

Tap (X) =X = (B-a) (X =B+ (n-1)a))

Ce polynéme minimal étant scindé d racines simple, la matrice A, g est diagonalisable semblable ¢ :
dlag(ﬁ+(n_ 1)0[7B—0é,"' aﬁ_a)

. Pour oo =0, on A, g = BI, et cette matrice est inversible si et seulement si 5 # 0 avec A;}ﬁ =B"1L,.
On suppose que o est non nul. Dans ce cas, la matrice A, g est inversible si et seulement si B # « et
B# —(n—1)a et son polynome minimal est T(q ) (X) = (X — A1) (X — Xo) . L'égalité m(o ) (Aa,p) =0

donne alors : )

A;,lﬂ = @((/\1+)\2)IH—A(OL,[3))
— Al/\QA(—a,/\lJr)\g—ﬁ):)\1>\2A(—oz,3+(71—1)04)

. Pour aa =0, on A, g = BI, et pour tout entier naturel k, on a AZﬁ = g*I,.
On suppose que « est non nul. Pour k=0et k=1, on a :

AF 5= arA(a, B) + b,

' (a0, bo) = (0,1, (ar,b1) = (1,0).

Pour k > 2, la division euclidienne de X* par m(o,5) (X) s’écrit :

X =Q(X) T(ap) (X) + arX + by,

avec
A=A AT -8
a’k = = s
)\1 — )\2 no
MAS =M Mok
b = = A - A .
b )\1 - /\2 no ( 2 1 )
Etona :

VkeN, A% 5 = arA(o, B) + biln.

On peut aussi écrire :
1
VkeN, Ak ;= — (A} (Aa,g — Aoln) + A5 (MI, — Aap))

1 1
(—b (Aa,p — AoIy) et s (M1, — Aq ) sont les projecteurs spectrauz), ou encore :
n n

1
Vk e N, AZ,B = E ()\IQCAl,l - >\]1€A1,1—n)
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8

Exemples de calculs de la norme d’une
application linéaire continue

On rappelle le résultat suivant, ou (E, [|-||) et (F,[|-|") sont des espaces vectoriels normés réels.

Théoréme 8.1 Soit u une application linéaire de (E, |-||) dans (F,|-||') . Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. u est continue en 0 ;

2. u est continue sur E ;

3. u est bornée sur la sphére [resp. boule] unité de (E, |||) ;
4

. il existe une constante réelle c telle que :
Ve € B, |lu(@)] < ¢l
5. u est uniformément continue sur E.

La norme d’une application linéaire continue u : F — F, peut alors étre définie par :

/
u ()
lul = sup Ju@) = sup @I
Tr|l=

Pour justifier que ||u|| = «, on essaye de montrer que :
Vo € B, |lu(@)] < allz

. . / . . . .
puis, soit on trouve x € E tel que ||z|]| = 1 et |Ju(x)| = « (si cette borne supérieure est atteinte, ce qui est
toujours le cas en dimension finie, mais pas nécessairement en dimension infinie), soit on essaye de trouver une
suite (z),cy dans E telle que :

VEeN, |lzk]| <1
. I
Jimfu (@) = a

et avec :
/
Vk €N, [lu (@)l < [lull lzxll < [[u]

on en déduit, par passage a la limite, que « < |Ju]| .
On note L (E, F) (ou simplement £ (E) dans le cas ot E = F) l'espace des applications linéaires de F dans
F.

51
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Exercice 8.1 'E et I sont des espaces vectoriels réels de dimensions respectives n > 1 et m > 1. Etant
données une base B = (€i),<;<,, de E et une base B' = (e}),;<,, de F, on munit ces espaces de la norme |-,
soit :

n
Vo = kz_:lxkek €E, |zl = max |zl

m
Vy=> ey € F, |lyl,, = max |yl

Pt 1<k<m
Soit u € L(E,F) de matrice A = ((aij)) 1<im dans les bases B et B'.
1<j<n

Montrer que :

llull . = max Z\a”|

Solution 8.1 Siu =0, le résultat est évident.
On suppose donc u % 0.
Pour tout x € E, on a :

lu ()]l = max Z%% = maXZlaul ] o

1<i<m 1<i<n

n
<a= il
done [luf[o, < @?é‘nj; |agj|
Il existe un entier k compris entre 1 et m tel que

n

o= Z lak;| = Zakj sgn (ak;)

j=1 j=1
en notant pour tout réel t :
(signe de t)

sgn (t) =

ItTlsit;éO
0sit=0

Commeu #0, on a a > 0, donc le vecteur :
n
T = Z sgn (ak;) €,
=1

est tel que ||z|| =1 et en notant y = u (x), on a ||yl = l|u(2)], < o avec :

n
ly| = Zaijj =«
j=1

On a donc bien |lu(z)|, = o et |lul| . = a.

1. D’aprés Rombaldi, Analyse matricielle
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Les deux exercices qui suivent sont analogues au précédent, mais en dimension infinie.

Exercice 8.2 L'espace E = (> des suites réelles bornées est normé par  — ||z|| = sup |z,|. On se donne
neN
une suite ¢ = (¢n),cy € E telle que la série ) o, soit absolument convergente et u € L (E,R) est définie par :

—+oo
Ve € B, u(x) = Z;vngon
n=0

Montrer que u est continue de (E, || f-]|,.) dans (R,||), avec :

400
lulae = lonl
n=0

Solution 8.2 Si ¢ =0, le résultat est évident.
On suppose donc ¢ # 0.
Pour tout x € E et tout n € N, on a [x,0n] < [|2] o |0n] avee D |on| < 400, ce qui entraine labsolue

convergence de >, Tnpn et :
+oo +o0
0@ =[S nn]| < (Zm) ol
n=0 n=0

+o0
donc u est continue avec ||u , < a = Z lon| -
n=0
On désigne par © la suite définie par :

Vn € N, x, =sgn (p,)

Comme ¢ # 0, il existe au moins un indice n tel que ¢, # 0 et ||z|| ., = 1. On a alors :

+oo +oo
u(z) = an@n = Z lon| =
n=0 n=0

et ull, = o
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Exercice 8.3 2E =C°([0,1],R) est normé par f — ||fl|., = sup |f(z)|. On se donne p € E etu € L (E,R)
z€[0,1]
est définie par :

erE,u<f>=/0 f ()t dt

Montrer que u est continue de (E, ||| ) dans (R, |-|), avec :

., = / o (6) dt

Solution 8.3 Si ¢ = 0, le résultat est évident.

On suppose donc p # 0.
1 1
[ roewa < ([ o).
0 0

Pour tout f € E, on a :

donc u est continue avec ||ul < o= fol lo (¢)| dt.

Si on s’inspire de Uexercice précédent, on a envie d’utiliser la fonction f définie par f(t) = sgu (f (t)), mais
cette fonction n'est pas continue en général (elle est a valeurs dans {—1,0,1} et a priori non constante).

On utilise la suite de fonctions continues (fy),cy définie par :

lu(f)l =

vk EN, Vte [0,1], n(t)so(gﬁg,c

1
ol € = o8 pour toul k (ou toul simplement e, > 0 et kl}g—loo er=0).

t
Pour tout k € N et tout t € [0,1], on a |fi (t)] = mj
k

[ (e o)

1
t
:sk/ @l oo oo
0 ‘(p(t)|—‘r5k k—+oo

<1, soit || frll <1 et:

lu(fr) —al =

done lim |u(fi)] = o et avee |u (fi)l < [ullo Ifillo < lullo , on déduit que o < [lull et [lullo = o

oo !

2. D’aprés Monnier, Exercices analyse MP
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Exercice 8.4 3E et I sont des espaces vectoriels réels de dimensions respectives n > 1 et m > 1. Etant
données une base B = (€;);<;<,, de E et une base B' = (€;),,<,, de F, on munit ces espaces de la norme |||,

soit :
n

n
Vo= aer € B, ||zlly =Y |

k=1 k=1
m m
Vy=> yker € F, llylly = Lkl
k=1 k=1

Soit u € L(E,F) de matrice A = ((aij)) 1<im dans les bases B et B'.
1<j<n
Montrer que :

m

lull, = max Z la;]

Solution 8.4 Siu =0, le résultat est évident.
On suppose donc u # 0.
Pour tout x € E, on a :

(= HﬁZ Zamx] <ZZ|aw|xj|Z<i|aij|) k2

=1 [j=1 =1 j=1 j=1 \i=1
m
e
= <11%1]a§n} - |a”> [E4IR
i=

m
<a= il -
done uf, < o = max 3 oy

En notant k un entier compris entre 1 et n tel que :

m

0= 3o

i=1

on a o = |lu(er)|l; < llull; (colonne k de A) et ||ul|, = a.
On peut remarquer que ||All; = || Al

3. D’aprés Rombaldi, Analyse matricielle



56 Exemples de calculs de la norme d’une application linéaire continue

L’exercice qui suit est analogue au précédent, mais en dimension infinie.

Exercice 8.5 *E =C°([0,1],R) est normé par f — | f|l, = /1 |f (t)| dt. On se donne p € E etw € L (E) est
définie par : ) ’

vreB (= [ roewa
Montrer que u est continue de (E, ||-||;) dans (R, |-]), avec :

[ull, = llellw = sup ¢ (¢)]
t€0,1]

Solution 8.5 Si ¢ =0, le résultat est évident.
On suppose donc p # 0.
Pour tout f € E, on a :

u(f) = ]/ £ (1)) dt\ <l [ 17 @)1t = ol 171,

donc u est continue avec ||ull; < a= || -
La fonction ¢ étant continue sur le segment [0,1], elle est bornée et atteint ses bornes. Il existe donc to € [0, 1]
tel que :

o (to)| = llello
Par continuité, on peut trouver, pour tout entier naturel k, un réel ng > 0 tel que :
1
vt € [ak, be] = [0, 1] N fto —me o+l s 19 (1) — @ (to)] <ew =55

On désigne alors par fr : [0,1] — RT une fonction affine par morceaux et continue qui est nulle en dehors de

lak, bi[ et telle que :
by

fr(t)dt =1

ak

(voir la figure 8.1) et on a :

FIGURE 8.1 — graphe de f,

by
lu(fi) — ¢ (o) = Ji @) (@ (t) — ¢ (o)) dt

ak
br
<eg fr (t) dt = e,
ak
de sorte que lm |u(fr)| = |¢ (to)| = a.
k—+oco
Avec [u (fi)| < l[ully |1 fxlly = [lully ; on en déduit que a < lull; et [lu]l, = a.

4. D’aprés Monnier, Exercices analyse MP



Exercice 8.6 °(E, (- |-)) est un espace euclidien de dimension n > 1. On note |-||, la norme associée.
Soit u € L (E) et u* son adjoint défini par :

V(z,y) € B2, (u(2)|y) = (] (y)
On désigne par sp (u) Uensemble des valeurs propres de u et par p (u) = )\mafi) |A| le rayon spectral de w.
esp(u

1. Montrer que si u est symétrique (i. e. v* =u), on a alors :
[ully = p (u)

2. Montrer que ||u*|, = [jul, -

3. Montrer que :

lully = /a0 ully = vV (w0 w)

4. Soient u et v deux endomorphismes symétriques. Montrer que :
p(uov) <p(u)p(v)

Solution 8.6

1. Un endomorphisme symétrique réel se diagonalisant dans une base orthonormée, il existe des réels A1, - - -

et une base orthonormée (ek)1gk-gn de E tels que Aey, = \geg pour tout k € {1,--- n}.

n
Pour tout x = 5 aper € E, on a alors :
k=1

n

lu(@)llz =D X% 2k < p(A)* ) af = p(w)* |l
k=1 k=1

Done [[ull, < p(u).

57

Si ke {1,---,n} est tel que p(A) = ||, on a alors p(A) = |Ai| = [Ju(er)|y avec |ex|y, = 1. Donc

lully = p (u).
2. Pour tout x € E, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

lu ()13 = (u (@) |u(z)) = (2 | ou(@)) < |zl lu” ou(2)ll,

2
< lzlly lu® 0w (@)l l2]ly = [lu™ o ully [l

donc ||u||§ < u*ouly < |luX|yflully et [[ully < |lu*|ly. En appliquant cette inégalité & u* on obtient

lully < llully ((w)™ =w), ce qui donne :

[w*[ly = [lull,
3. Ona: , ,
lully < llu® o ully < flully flully = [lull;
donc ||u||§ = ||u* ou||y . L'endomorphisme u* o u étant symétrique réel,on a ||u* oull, = p(u* ou) et :
[ully = y/llu* o ully = Vo (u* ou)
4. Ona:

p(uov) <flucvfly <llully vl = p(w)p(v)

st u et v sont symétriques.

5. D’aprés Rombaldi, Analyse matricielle



58 Exemples de calculs de la norme d’une application linéaire continue

Exercice 8.7 S(E, (- |-)) est un espace préhilbertien (de dimension finie ou non) et ||-||, est la norme associée.

1. Montrer que si u est continue, on a alors :

lul = sup  [u(z)]y)
lzll,=llyll,=1

2. On dit que u € L (E) est symétrique st :
V(z.y) € E% (u(z) |y) = (| uly)
Montrer que si u est continue et symétrique, on a alors :

[ull = sup [{u(z)|z)|
llzll =1
Solution 8.7 Pour u = 0, les résultats sont évidents. On suppose donc u # 0.

1. En utilisant Uinégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout x,y dans E :

[{u (@) [9)] < llu(@)lly lylly < lull 121y [1ylly

et en conséquence :
a=sup  [u(z)|y)| < ul
lz]ly=llyll,=1

Pour x € E tel que ||z|, =1 et u(x) # 0, on peut écrire que :

— u\x ulxr)) = ||lulx ulx ;’U/ X
< lu (@),

1
(puisque y = mu (x) est de norme 1) et il en résulte que ||u ()|, < «, cette derniére inégalité étant
u ()|,
trivialement vérifiée si u(x) = 0.
On en déduit donc que |lul| < « et I’égalité.
2. On déja -
p= sup [(u(x)|x)] <[luf= sup  [(u(z)]y)|
H'TH2:1 HIHQZHZIHz:l

Comme u est symétrique, Uapplication bilinéaire :

e (z,y) = (u(@)|y)

est symétrique (¢ (y,z) = (u(y) | z) = (x| u(y)) = (u(z) | y)) et on a Videntité de polarisation :

sot :
(u@+y)lzty) —(ul@-y)|lz—y))

avec : )
(u(z£y)[z£y) < Bllz+yl,

ce qui nous donne :

) 1] < 5 (e +ulE + e —w12) = 2 (13 + )

et pour ||z||y = |lyll, = 1, on obtient |(u (z) | y)| < B. On a donc ||ul| < B et Iégalité.

6. D’aprés F. G. N., Oraux ENS, Alg. 3
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Exercice 8.8 "Soient E =C°([0,1],R), ¢ € E et u € L (E) définie par :

vfeE,u<f>=/0 F () o) dt

1
1. En munissant E de la norme f — |f|l, = / f?(t) dt, montrer que u est continue de (E,|-||,) dans
0

(R,]]), avec :
ully = llell

2. On suppose que @ est 4 valeurs positives et on se donne un réel p > 1.

1
En munissant E de la norme f— [|f|, = { / |f ()|” dt, montrer que u est continue de (E7 H||p) dans
0

(R, |-]), avec :
[ull, = el

1 1
ot q > 1 est tel que — + — = 1.
P q

Solution 8.8 Si ¢ =0, les résultat sont évidents. On suppose donc ¢ # 0.

1. Pour tout f € E, en utilisant l"inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

u (f)] = \/ 1)) dt] < llells 1711

donc u est continue avec ||ully < [l¢]l, -
Avec :

1
U(@):/O @ (8)dt = lell; < Jlully el

on déduit que |||, < [Jull, et Iégalité.
2. En utilisant Uinégalité de Hélder, on a pour tout f € E :

/ f(t)w(t)dt‘ﬁ [ s @niela <l lel,
0 0

donc u est continue avec ||ull, < [[o[, -

1 1
De — + — =1, on déduit que
p q
Ona:
1 1 141 1,
ol :/0 o (t)dt:/O (o7 (8))? th:/o ot (1) (1) dt
= u (%) < lull, ||?
avec
al|lP ! q
[ = [ ot ®rae =t
p 0
donc :

S

lell2 < llull, (liell,)

et :

(et = (el )™ ™ = et <

ce qui nous donne [’égalité.

7. D’aprés Monnier, Exercices analyse MP
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9

Exercices 1llustrant 1'utilisation de
vecteurs propres et valeurs propres dans
des domaines variés

Exercice 9.1 On dit qu’un nombre réel « est algébrique s’il existe un polynéme non nul P dans Q [X] tel que
P(a)=0.
On note A l’ensemble des nombres réels algébriques.
1. Soient a, 8 deuz nombres algébriques et P(X) = Y. apX*, Q (X) = 3. b, X* deuz polynomes non nuls
k=0 k=0

dans Q[X] tels que P (a) =0 et Q (8) =0, avec a,, = by, = 1. On note :
{o'F]0<i<n-1,0<j<m—1}={y|1<k<p}
ot p=nm ety =a’B% =1. On désigne par V le vecteur de RP de composantes 1, ,Vp.

(a) Montrer qu’il existe deux matrices carrées d’ordre p a coefficients rationnels A et B telles que oV =
AV et BV = BV.

(b) En déduire que A est un anneau commutalif unitaire.

2. Montrer que le réel f = /2 + /4 est algébrique.

Solution 9.1
1.

(a) Pour tout entier k compris entre 1 et p il existe deux indices i,j tels que v, = '3 et ay, = o' T157.
Pour i compris entre 0 et n — 2, ayg est U'un des v, et pouri=n—1, on a :

n—1
o= " = 3 g’
r=0

qui est une combinaison linéaire a coefficients rationnels des vy, - ,vp. Il existe donc une matrice
A dans M), (Q) telle que aV = AV.
De maniére analogue, on voit qu’il existe une matrice B dans M, (Q) telle que BV = BV.

(b) On a1l €A, de maniére évidente.
Pour «, 8 dans A, on a avec les notations précédentes, (A — B)V = (a— B)V avec V' non nul dans
RP ce qui signifie que o — B est une valeur propre de la matrice A — B, c¢’est donc une racine
du polynéme caractéristique xa—p qui est dans Q[X] puisque A — B est une matrice a coefficients
rationnels. Il en résulte que o — 8 est algébrique. De méme avec (AB)V = (aB)V on déduit que a8
est algébrique.
En conclusion A est un sous-anneau de R.

2. B =245 = ai+az avec oy = /2 annulé par Py (X) = X3 —2 et ay = /5 annulé par Py (X) = X3 5.
Avec les notations précédentes, on a :

_t 2 2 2 2 2.2\ _ t
V - (17a27a27a17a1a27a1a27a17a1a27a1a2) - (71)1§z§9
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62 Exercices illustrant 'utilisation de vecteurs propres et valeurs propres dans des domaines variés

t 2 2 2 2 2 2
a1V = (a1, a100, 0103, a1, afas, aa3, 2, 2as, 203)

= " (74,75, %6, 77, V8, Y95 271, 272, 273)

t 2 2 2 2 2 - 2
asV = (ag,a2,5,alag,a1a2,5a1,a1a2,o¢1a2,5a1)

" (Y2573, 51, V55 V6, DV4, V85 Y9, 5Y7)

done :

BV = * (2 474,73 + V5,571 + V6, Y5 + V7576 + 8, 5Ya + Y9, V8 + 271, Y9 + 272, 5y + 273)
soit BV = AV avec :

b

I
OO N O OO Uto o
OO OO OO
N O OO OO OO
O OO UTOoO OO O
[N eNeNeoNeN =R o
OO OO O R OO
O O oo~ O OO
OO R O OO OO
O O OO Oo OO

Le polynome caractéristique est :

P(X)=X%-21X%-123X3 — 343
= X% (X? (X® —21) — 123) — 343

et il annule B, ce que ’on vérifie avec Maple.



