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1

Exercices faisant intervenir les notions de

pgcd et ppcm et mettant en ÷uvre des

algorithmes associés

Exercice 1.1 1On se propose de montrer le théorème de Lamé : le nombre de divisions euclidiennes que
nécessite l'algorithme d'Euclide pour calculer le pgcd de a et b, où 1 ≤ b < a, est inférieur ou égal à 5 fois le
nombre de chi�res de b dans son écriture décimale.

1. On désigne par (Fn)n∈N la suite de Fibonacci dé�nie par :{
F0 = 0, F1 = 1
∀n ≥ 2, Fn = Fn−1 + Fn−2

et par φ =
1 +

√
5

2
le nombre d'or.

Montrer que :

∀n ∈ N, Fn =
φn − (1− φ)

n

√
5

2. Soient 1 ≤ b < a deux entiers naturels. On rappelle que l'algorithme d'Euclide pour calculer le pgcd de a
et b consiste à construire la suite d'entiers (rn)−1≤n≤p comme suit :
� r−1 = a, r0 = b ;
� 0 ≤ r1 < r0 est le reste dans la division euclidienne de r−1 = a par r0 = b ;
� si r1 = 0, on a alors p = 1 et a ∧ b = b ;
� sinon, pour 1 ≤ n ≤ p− 1, 0 ≤ rn < rn−1 est le reste dans la division euclidienne de rn−2 par rn−1 ;
� rp = 0.

On a donc rp = 0 < rp−1 < · · · < r1 < r0 et :

a ∧ b = r0 ∧ r1 = · · · = rp−1 ∧ rp = rp−1

c'est à dire que a ∧ b est le dernier reste non nul rp−1 dans cette suite de divisions euclidiennes.
L'algorithme d'Euclide a donc nécessité p−1 étapes (ou p−1 divisions euclidiennes). La dernière division,
qui donne un reste nul, n'est pas comptée.

(a) Montrer qu'il existe deux suites d'entiers (un)0≤n≤p et (vn)0≤n≤p telles que rn = aun+ bvn pour tout
n compris entre 0 et p− 1.

(b) Montrer que rp−k ≥ Fk pour tout k compris entre 0 et p.

(c) On désigne par m le nombre de chi�res dans l'écriture de b en base 10.
Montrer que :

p ≤
m+ log10

(√
5
)

log10 (φ)

(d) Montrer que p− 1 ≤ 5m.

1. D'après Bordellès : Arithmétique. Ellipses et Naudin, Quitté, Algorithmique algébrique, Masson
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2 Exercices faisant intervenir les notions de pgcd et ppcm et mettant en ÷uvre des algorithmes associés

Solution 1.1

1. Le polynôme caractéristique de la relation de récurrence dé�nissant la suite (Fn)n∈N est P (X) = X2−X−1
et ce polynôme a pour racines :

φ =
1 +

√
5

2
, 1− φ = − 1

φ
=

1−
√
5

2

(somme et produit des racines). Il en résulte l'existence de deux constantes réelles α, β telles que :

∀n ∈ N, Fn = αφn + β (1− φ)
n

Les conditions initiales nous donnent :{
F0 = α+ β = 0
F1 = αφ+ β (1− φ) = 1

donc β = −α et (2φ− 1)α = 1, soit α =
1

2φ− 1
=

1√
5
et :

∀n ∈ N, Fn =
φn − (1− φ)

n

√
5

2.

(a) Pour n = 0 et n = 1 on a : {
r0 = b = a · 0 + b · 1
r1 = a · 1 + b (−q1)

En supposant le résultat acquis jusqu'à l'ordre n− 1 < p− 1, on a :

rn = −qnrn−1 + rn−2

= −qn (aun−1 + bvn−1) + aun−2 + bvn−2

= a (un−2 − qnun−1) + b (vn−2 − qnvn−1) = aun + bvn

En particulier pour n = p− 1 on a a∧ b = rp−1 = aup−1 + bvp−1 = au+ bv, soit l'identité de Bézout.

(b) Pour k = 0, on a rp = 0 = F0.
Pour k = 1, on a :

rp−1 ≥ 1 = F1

(rp−1 est le dernier reste non nul).
Supposant le résultat acquis jusqu'au rang k − 1 avec 2 ≤ k ≤ p. Par construction, on a :

rp−k = qp−(k−2)rp−(k−1) + rp−(k−2)

(
0 < rp−(k−2) < rp−(k−1)

)
donc qp−(k−2) ≥ 1 puisque 0 < rp−(k−1) < rp−k et :

rp−k ≥ rp−(k−1) + rp−(k−2) ≥ Fk−1 + Fk−2 = Fk

En particulier, on a pour k = p, r0 = b ≥ Fp.

(c) L'écriture en base 10 de b est :

b =
m−1∑
k=0

bk10
k

et on a 10m−1 ≤ b < 10m, donc 10m ≥ b+ 1 et m ≥ ln (b+ 1)

ln (10)
= log10 (b+ 1) .

D'autre part, on a :

b ≥ Fp =
φp − (1− φ)

p

√
5

avec |1− φ| =
√
5− 1

2
< 1, donc

|1− φ|p√
5

< 1 et :

b+ 1 ≥ φp

√
5
+

(
1− (1− φ)

p

√
5

)
≥ φp

√
5
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ce qui nous donne :

m ≥ log10 (b+ 1) ≥ log10

(
φp

√
5

)
= p log10 (φ)− log10

(√
5
)

et :

p ≤
m+ log10

(√
5
)

log10 (φ)

(d) On a p− 1 ≤ αm+ β avec :

α =
1

log10 (φ)
w 4.785 et β =

log10
(√

5
)

log10 (φ)
− 1 w 0.672

Comme p− 1 est un entier, on a en fait :

p− 1 ≤ [αm+ β]

Il nous su�t donc de montrer que :

∀m ∈ N∗, f (m) = [αm+ β] ≤ 5m

Pour m = 1, 2, 3, on a :

f (1) = [α+ β] = 5, f (2) = [2α+ β] = 10, f (3) = [3α+ β] = 15

et pour m ≥ 4 :
αm+ β w 4.785 ·m+ 0.672 = 5m+ (0.672− 0.215 ·m)

avec :
0.215 ·m− 0.672 ≥ 0.215 · 4− 0.672 w 0.188 > 0

donc αm+ β ≤ 5m et p− 1 ≤ 5m.
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Exemples d'exercices faisant intervenir le

calcul des probabilités

Exercice 2.1 1Soit n ≥ 2 un entier naturel.
On considère l'espace probabilisé (Ω,P (Ω) ,P) , où Ω = {1, · · · , n} et :

∀k ∈ Ω, P ({k}) = 1

n

ce qui revient à considérer l'expérience aléatoire qui consiste à choisir de manière équiprobable un entier compris
entre 1 et n.
Pour tout diviseur positif d de n, on désigne par Ad l'événement :� le nombre choisi est divisible par d �.

1. Calculer P (Ad) pour tout diviseur positif d de n.

2. Montrer que si 2 ≤ p1 < p2 < · · · < pr sont tous les diviseurs premiers de n, les événements Ap1 , · · · , Apr

sont alors mutuellement indépendants.

3. Soient (Ω,B,P) un espace probabilisé et A1, · · · , An, où n ≥ 2, des événements mutuellement indépendants
dans B.

(a) Montrer que Ω \A1, A2, · · · , An sont mutuellement indépendants.

(b) En déduire que pour tout entier k compris entre 1 et n, les événements Ω\A1, · · · ,Ω\Ak, Ak+1, · · · , An

sont mutuellement indépendants.

4. On désigne par φ la fonction indicatrice d'Euler dé�nie sur N∗ par

φ (n) = card {k ∈ {1, · · · , n} | k ∧ n = 1}

Montrer que

φ (n) = n
r∏

k=1

(
1− 1

pk

)
5. Soit d un diviseur positif d de n. Calculer la probabilité de l'événement Bd : � le nombre a choisi est tel

que a ∧ n = d �.

6. En déduire que :

n =
∑
d/n

φ
(n
d

)
(formule de Möbius).

Solution 2.1

1. Pour d divisant n, on a n = qd et :

Ad = {a ∈ Ω | ∃j ∈ Ω ; a = dj} = {d, 2d, · · · , qd}

donc :

P (Ad) =
card (Ad)

card (Ω)
=

q

n
=

1

d

1. Esco�er, probabilités, Ellipses ou Ouvrard, Cassini
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6 Exemples d'exercices faisant intervenir le calcul des probabilités

2. On rappelle que, si (Ω,B,P) est un espace probabilisé, des événements A1, · · · , Ar, où r ≥ 2, sont dits
mutuellement indépendants dans B si, pour toute partie J non vide de {1, 2, · · · , r} , on a :

P

∩
j∈J

Aj

 =
∏
j∈J

P (Aj)

Soit J une partie non vide de {1, 2, · · · , r} . Les entiers pj pour j ∈ J sont premiers et distincts, donc
premiers entre eux et un entier a compris entre 1 et n, est divisible par tous les pj si, et seulement si, il
est divisible par leur produit. On a donc : ∩

j∈J

Apj = A ∏
j∈J

pi

et :

P

∩
j∈J

Apj

 = P(A ∏
j∈J

pi
) =

1∏
j∈J

pi
=
∏
j∈J

1

pj
=
∏
j∈J

P (Apj)

Les événements Ap1 , · · · , Apr sont donc mutuellement indépendants.

3.

(a) On note A′
1 = Ω \A1, A

′
k = Ak pour k compris entre 2 et n et on se donne une partie J non vide de

{1, 2, · · · , n} .
Si 1 /∈ J, on a :

P

∩
j∈J

A′
j

 = P

∩
j∈J

Aj

 =
∏
j∈J

P (Aj) =
∏
j∈J

P
(
A′

j

)
.

Si J a plus de 2 éléments et 1 ∈ J (pour J = {1} , il n'y a rien à montrer), on a alors :

∩
j∈J

A′
j = (Ω \A1) ∩

 ∩
j∈J\{1}

Aj

 =
∩

j∈J\{1}

Aj \
∩
j∈J

Aj

et :

P

∩
j∈J

A′
j

 = P

 ∩
j∈J\{1}

Aj

− P

∩
j∈J

Aj


=

∏
j∈J\{1}

P (Aj)−
∏
j∈J

P (Aj)

= (1− P (A1))
∏

j∈J\{1}

P (Aj) =
∏
j∈J

P
(
A′

j

)
(b) On procède par récurrence �nie.

4. Si A désigne l'événement : � l'entier choisi est premier avec n �, on a alors :

P (A) =
card (A)

card (Ω)
=

φ (n)

n

et en désignant par p1 < · · · < pr tous les diviseurs premiers de n, on aura k ∈ A si, et seulement si, k
n'est divisible par aucun des pi, donc :

A =
r∩

i=1

(Ω \Api)

Les événements Ap1 , · · · , Apr étant mutuellement indépendants, il en est de même des événements Ω \
Ap1 , · · · ,Ω \Apr , donc :

P (A) =
r∏

i=1

P (Ω \Api) =
r∏

i=1

(
1− 1

pi

)
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5. On a n = qd et :
Bd = {a ∈ Ω | a ∧ n = d} = {a ∈ Ω | a ∧ qd = d}

Dire que a ∧ qd = d équivaut à dire que d divise a et
a

d
∧ q = 1, ce qui revient à dire qu'il existe k ≥ 1 tel

que a = kd et k ∧ q = 1. Comme 1 ≤ a = kd ≤ n = qd, on a 1 ≤ k ≤ q et donc :

card (Bd) = card {k ∈ {1, · · · , q} | k ∧ q = 1} = φ (q)

On a donc :

P (Bd) =
1

n
φ
(n
d

)
6. On a la partition Ω =

∪
d/n

Bd (les Bd forment un système complet d'événements), ce qui nous donne :

1 = P (Ω) =
∑
d/n

P (Bd) =
1

n

∑
d/n

φ
(n
d

)
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Exercice 2.2 On se �xe un réel s > 1 et on considère l'espace probabilisé (Ω,P (Ω) ,Ps) , où Ω = N∗ et :

∀n ∈ Ω, Ps ({n}) =
1

ζ (s)

1

ns

en désignant par ζ la fonction de Riemann dé�nie par ζ (s) =
+∞∑
n=1

1

ns
(on dit que Ps est la loi dzéta de paramètre

s).
Pour tout entier n ≥ 1, on désigne par An l'événement :

An = {multiples de n} = {k · n | k ∈ N∗}

1. Calculer Ps (An) pour tout n ≥ 1.

2. Montrer que, si P désigne l'ensemble des nombres premiers, alors la famille (Ap)p∈P est indépendante,
c'est-à-dire que pour toute suite �nie (pk)1≤k≤r de nombres premiers distincts, les événement Ap1 , · · · , Apr

sont mutuellement indépendants.
3. En déduire que :

Ps ({1}) =
∏
p∈P

(
1− 1

ps

)
puis l'identité d'Euler :

∀s > 1, ζ (s) =
∏
p∈P

(
1− 1

ps

)−1

Par exemple, pour s = 2, on a : ∏
p∈P

(
1− 1

p2

)−1

= ζ (2) =
π2

6

Solution 2.2

1. On a :

Ps (An) =
+∞∑
k=1

Ps ({k · n}) = 1

ζ (s)

1

ns

+∞∑
k=1

1

ks
=

1

ns
.

2. Pour p1 < p2 < · · · < pr dans P, comme les pk sont premiers entre eux, on a :

Ps

(
r∩

k=1

Apk

)
= Ps ({multiples de p1, p2, · · · , pr})

= Ps

({
multiples de

r∏
k=1

pk

})
= P

(
A r∏

k=1

pk

)

=
1(

r∏
k=1

pk

)s =
r∏

k=1

1

psk
=

r∏
k=1

Ps (Apk
)

et les événement Ap1 , · · · , Apr sont mutuellement indépendants.
3. L'entier 1 n'est divisible par aucun nombre premier, donc :

{1} =
∩
p∈P

(Ω \Ap)

et :

Ps ({1}) = Ps

∩
p∈P

(Ω \Ap)

 =
∏
p∈P

Ps (Ω \Ap)

=
∏
p∈P

(1− Ps (Ap)) =
∏
p∈P

(
1− 1

ps

)

et comme Ps ({1}) =
1

ζ (s)
, il en résulte que :

ζ (s) =
∏
p∈P

(
1− 1

ps

)−1
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Exercices faisant intervenir des

dénombrement

Exercice 3.1 1Calculer, pour n ∈ N∗, la somme Sn =

n∑
k=0

(
Ck

n

)2
, en utilisant un argument de dénombrement.

Solution 3.1 On se �xe une partie A à n éléments de E = {1, 2, · · · , 2n} et on désigne par B le complémentaire
de A (qui a aussi n éléments). Se donner une partie C de E à n éléments équivaut à se donner une partie C1

de A à k éléments et une partie C2 de B à n − k éléments où k est un entier compris entre 0 et n. Comme il
y a Ck

n façons de choisir C1 dans A, Cn−k
n = Ck

n façons de choisir C2 dans B et Cn
2n façons de choisir C dans

E, on déduit que :
n∑

k=0

(
Ck

n

)2
=

n∑
k=0

Ck
nC

n−k
n = Cn

2n

On peut aussi retrouver ce résultat en identi�ant les coe�cients de Xn dans l'égalité :

2n∑
k=0

Ck
2nX

k = (1 +X)
2n

= (1 +X)
n
(1 +X)

n

=

(
n∑

i=0

Ci
nX

i

) n∑
j=0

Cj
nX

j


=

2n∑
k=0

(
k∑

i=0

Ci
nC

k−i
n

)
Xk

1. D'apès Madère, Algèbre

9



10 Exercices faisant intervenir des dénombrement

Exercice 3.2 Soit p un nombre premier impair, Zp le corps
Z
pZ

.

1. En utilisant l'application x 7→ x2 de Z∗
p dans Z∗

p, montrer qu'il y a exactement
p− 1

2
carrés dans Z∗

p.

2. Montrer que l'ensemble des carrés de Z∗
p est l'ensemble des racines du polynôme P (X) = X

p−1
2 − 1.

3. En déduire que (−1) est un carré dans Zp si, et seulement si, p est congru à 1 modulo 4.

4. En déduire qu'il existe une in�nité de nombres premiers de la forme 4n+ 1.

Solution 3.2

1. L'application φ : x 7→ x2 est un morphisme de groupes de Z∗
p dans Z∗

p de noyau ker (φ) =
{
(−1), 1

}
(x2 = 1 ⇔ (x− 1) (x+ 1) = 0 et −1 ̸= 1 dans le corps Zp pour p ≥ 3 premier). On a donc card (Im (φ)) =

card
(
Z∗
p/
{
(−1), 1

})
=

p− 1

2
, ce qui signi�e qu'il y a exactement

p− 1

2
carrés dans Z∗

p (comme 0 est un

carré, il y a exactement
p+ 1

2
carrés dans Zp).

2. Si x ∈ Z∗
p est un carré, il existe y ∈ Z∗

p tel que x = y2 et x
p−1
2 = yp−1 = 1. Donc les carrés de

Z∗
p sont racines du polynôme P (X) = X

p−1
2 − 1. Comme il y a

p− 1

2
carrés et au plus

p− 1

2
racines

du polynôme P dans Z∗
p, on en déduit l'ensemble Im (φ) des carrés de Z∗

p est l'ensemble des racines du

polynôme P (X) = X
p−1
2 − 1.

3. On a : (
(−1) ∈ Im (φ)

)
⇔
(
(−1)

p−1
2 = 1

)
⇔
(
p− 1

2
≡ 0 (mod 2)

)
⇔ (p ≡ 1 (mod 4))

4. Supposons qu'il y a un nombre �ni d'entiers premiers de la forme 4n+1. On désigne par m le plus grand

de ces entiers et par p ≥ 3 un diviseur premier de N = (m!)
2
+1, on a alors p > m et (m!)

2
= (−1), donc

(−1) est un carré dans Zp et est premier de la forme 4n+ 1, ce qui contredit p > m.
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Exercice 3.3 Pour tout nombre premier p ≥ 2, on note Zp le corps
Z
pZ

.

1. Déterminer le nombre de polynômes unitaires de degré 2 irréductibles dans Zp [X] .

2. Donner tous les polynômes unitaires de degré 2 irréductibles dans Z2 [X] et dans Z3 [X] .

3. À quelles conditions, portant sur les coe�cients a, b dans Zp, l'anneau
Zp [X]

(X2 + 2aX + b)
est-il un corps ?

4. Retrouver le résultat de la question 2. en utilisant celui de la question 3..

Solution 3.3

1. Un polynôme P = X2+aX+b est irréductible dans Zp [X] si, et seulement si, il n'a pas de racines dans Zp.
Il su�t donc de dénombrer les polynômes unitaires de degré 2 ayant des racines dans Fp. Il y en a p ayant
une racine double (les (X − λ)

2 avec λ ∈ Zp) et C2
p ayant 2 racines distinctes (les (X − λ) (X − µ) avec

λ ̸= µ dans Zp). Le nombre total de ces polynômes étant p2, on déduit qu'il y a p2−p− p (p− 1)

2
=

p (p− 1)

2

polynômes unitaires irréductibles de degré 2 dans Zp [X] . Il y a donc
p (p− 1)

2
corps à p2 éléments de la

forme
Zp [X]

(X2 + aX + b)
.

2. Dans Z2 [X] il y a un seul polynôme unitaire de degré 2 irréductible, c'est X2 +X + 1.
Dans Z3 [X] il y a 3 polynômes unitaires de degré 2 irréductibles, à savoir X2+1, X2+X+2 et X2+2X+2.

3. Pour p = 2,
Z2 [X]

(X2 + 2aX + b)
=

Z2 [X]

(X2 + b)
n'est pas un corps (X2 et X2 + 1 = (X − 1)

2 sont réductibles).

On suppose donc que p ≥ 3. Un polynôme P = X2 + 2aX + b = (X + a)
2
+ b − a2 est réductible si, et

seulement si, a2 − b est un carré dans Fp. Donc
Zp [X]

(X2 + 2aX + b)
est un corps si, et seulement si, a2 − b

n'est pas un carré dans Zp.
Par exemple dans F3, 2 est le seul élément non carré et les irréductibles sont les polynômes X2 + 2aX +
a2 − 2 = (X + a)

2
+ 1 avec a = 0, 1, 2.

4. Les polynômes unitaires irréductibles de degré 2 dans Zp [X] sont ceux de la forme X2 + 2aX + a2 − c =

(X + a)
2 − c où a ∈ Zp et c est non carré dans Zp. Il y a donc p valeurs possibles pour a et

p− 1

2
pour c,

ce qui donne au total
p (p− 1)

2
possibilités.
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Exercice 3.4 Soit G est un groupe opérant sur un ensemble non vide X. On note, pour tout x ∈ X :

G · x = {g · x | g ∈ G}

l'orbite de x sous l'action de G et :
Gx = {g ∈ G | g · x = x}

le stabilisateur de x sous l'action de G.

1. Montrer que pour tout x ∈ X l'application :

φx : G/Gx → G · x
g = g ·Gx 7→ g · x

est bien dé�nie et bijective.

2. On suppose que G et X sont �nis et on note G · x1, · · · , G · xr toutes les orbites deux à deux distinctes.
Montrer que :

card (X) =

r∑
i=1

card (G · xi) =

r∑
i=1

card (G)

card (Gxi)

(formule des classes).

3. On suppose que X est �ni et G �ni de cardinal pα, où p est un nombre premier et α un entier naturel
non nul (on dit que G est un p-groupe). On note XG l'ensemble des éléments x ∈ X tels que G · x = {x}
(orbite réduite à un seul élément). Montrer que :

card
(
XG
)
≡ card (X) (mod p) .

4. On rappelle que le centre d'un groupe G, noté Z (G) , est l'ensemble des éléments de G qui commutent à
tout élément de G.

(a) Montrer que Z (G) est un sous-groupe commutatif de G.

(b) On fait opérer le groupe G sur lui même par conjugaison (g · x = gxg−1, pour (g, x) ∈ G × G) et
on note Gx le stabilisateur de x ∈ G. On note G · x1, · · · , G · xr toutes les orbites non réduites à un
élément et deux à deux distinctes. Montrer que :

card (G) = card (Z (G)) +

r∑
i=1

card (G · xi)

= card (Z (G)) +

r∑
i=1

card (G)

card (Gxi)
.

(c) Montrer que le centre d'un p-groupe n'est pas réduit à {1} .

Solution 3.4 On rappelle qu'un groupe G opère à gauche sur un ensemble non vide X, s'il existe une applica-
tion :

G×X → X
(g, x) 7→ g · x

telle que : {
∀x ∈ X, 1 · x = x
∀ (g, g′, x) ∈ G2 ×X, g · (g′ · x) = (gg′) · x

La relation x ∼ y si, et seulement si, il existe g ∈ G tel que y = g · x est une relation d'équivalence sur X et la
classe de x ∈ X pour cette relation :

G · x = {g · x | g ∈ G}

est l'orbite de x sous l'action de G. Ces orbites forment donc une partition de X.
Pour tout x ∈ X, l'ensemble :

Gx = {g ∈ G | g · x = x}

est le stabilisateur de x sous l'action de G. Un tel stabilisateur est un sous-groupe de G et G/Gx est l'ensemble
quotient.

1. En remarquant que pour g, h dans G l'égalité g · x = h · x équivaut à h−1g · x = x, soit à h−1g ∈ Gx ou
encore à g = h dans G/Gx, on déduit que l'application φx est bien dé�nie et injective. Cette application
étant clairement surjective, elle dé�nie une bijection de G/Gx sur G · x.
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2. Si X est �ni, on a alors un nombre �ni d'orbites G · x1, · · · , G · xr qui forment une partition de X et :

card (X) =
r∑

i=1

card (G · xi)

En utilisant la bijection de G/Gxi sur G · xi, on déduit que si G est aussi �ni, alors :

card (G · xi) = card (G/Gxi) =
card (G)

card (Gxi)

3. On suppose que XG ̸= ∅.
On range les orbites deux à deux distinctes, G · x1, · · · , G · xr, de telle sorte les q premières sont celles
réduites à un seul élément, l'entier q étant le cardinal de XG.
Pour i compris entre 1 et q, on a Gxi = G et card (G/Gxi) = 1.
Pour i compris entre q+1 et r, Gxi est un sous-groupe strict de G qui est d'ordre pα, donc card (Gxi) = pβ

avec 0 ≤ β < α et card (G/Gxi) = pα−β avec 1 ≤ α− β ≤ α. La formule des classes donne alors :

card (X) = q +
r∑

i=q+1

card (G)

card (Gxi)
≡ q (mod p)

Si XG = ∅, on a alors q = 0 et cette formule est encore valable.
Si q = r, on a alors XG = X et q = r = card (X) .

4.

(a) Z (G) est non vide puisqu'il contient 1. Si g, h sont dans Z (G) , alors pour tout k ∈ G on a :

gh−1k = g
(
k−1h

)−1
= gkh−1 = kgh−1,

c'est-à-dire que gh−1 est dans Z (G) . On a donc ainsi montré que Z (G) est un sous-groupe de G.
Ce sous-groupe est clairement commutatif.

(b) L'orbite G · x est réduite à {x} si et seulement si gxg−1 = x pour tout g ∈ G, ce qui revient à dire
que gx = xg, c'est-à-dire x ∈ Z (G) . Le résultat s'obtient donc en distinguant dans la formule des
classes les orbites à un élément (il y en a autant que d'éléments de Z (G)) des orbites à plus de 2
éléments.

(c) Soit G un p-groupe à pα éléments. Si α = 1, alors G est cyclique donc commutatif et Z (G) = G.
On suppose α ≥ 2. Avec les notations de la question précédente, pour 1 ≤ i ≤ r, on a :

card (G)

card (Gxi)
= card (G · xi) ≥ 2

et card (Gxi) = pβ avec 0 ≤ β ≤ α − 1, ce qui donne card (G · xi) = pα−β avec α − β ≥ 1. Il en
résulte que :

card (Z (G)) = card (G)−
r∑

i=q+1

card (G · xi)

est divisible par p. En�n avec card (Z (G)) ≥ 1, on déduit que card (Z (G)) ≥ p et Z (G) est non
trivial.
Ce résultat peut être utilisé pour montrer que si G est un groupe d'ordre p2 avec p premier, il est
alors commutatif.



14 Exercices faisant intervenir des dénombrement
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Exemples de problèmes de dénombrement

Exercice 4.1 Pour tout nombre premier p ≥ 2, on note Zp le corps
Z
pZ

.

Montrer que, pour tout entier n ≥ 1, il y a δ = n ∧ (p− 1) racines n-èmes de l'unité dans Zp.

Solution 4.1 Notons, pour n ≥ 1 :
Γn =

{
x ∈ Z∗

p | xn = 1
}

(1 ∈ Γn, donc Γn ̸= ∅).
Comme δ = n ∧ (p− 1) divise n, l'équation xδ = 1 entraîne xn = 1, donc Γδ ⊂ Γn.
Si x ∈ Γn, on a alors xn = 1 et l'ordre m de x divise n. Mais le théorème de Lagrange nous dit que m divise
aussi p − 1 = card

(
Z∗
p

)
, donc m est un diviseur commun de n et p − 1, donc du pgcd δ, ce qui entraîne que

xδ = 1, soit x ∈ Γδ. On a donc Γδ ⊂ Γn et Γn = Γδ.
Mais δ divise p− 1, donc Xδ − 1 divise Xd−1 − 1 =

∏
λ∈F∗

p

(X − λ) (théorème de Lagrange), ce qui implique que

l'équation Xδ − 1 = 0 a δ racines dans Z∗
p.

On a donc :
card (Γn) = card (Γδ) = δ = n ∧ (p− 1)

15
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Exercice 4.2 1Pour tout nombre premier p ≥ 2, on note Zp le corps
Z
pZ

.

1. Montrer que card (GL3 (Z2)) = 168.

2. De manière plus générale, montrer que l'on a :

∀n ≥ 2, card (GLn (Zp)) =
n∏

k=1

(
pn − pk−1

)
= p

n(n−1)
2

n∏
j=1

(
pj − 1

)
3. Pour tout nombre premier p ≥ 2 et tout entier n ≥ 2, on note

SLn (Zp) = {A ∈ GLn (Zp) | det (A) = 1}

Montrer que :

∀n ≥ 2, card (SLn (Zp)) = pn−1
n−1∏
k=1

(
pn − pk−1

)
= p

n(n−1)
2

n∏
j=2

(
pj − 1

)
Solution 4.2

1. Se donner une matrice A ∈ GL3 (Z2) revient à se donner une base de (Z2)
3
. Il s'agit donc de dénombrer

les bases (e1, e2, e3) de (Z2)
3
.

Pour e1 il y a 7 possibilités, pour e2 non colinéaire à e1 il yen a 8 − 2 = 6 et pour e3 n'appartenant pas
au plan engendré par e1 et e2, il y en 8− 4 = 4, ce qui donne un total de 7× 6× 4 = 168.

2. Comme pour n = 3, il s'agit de dénombrer les bases (ei)1≤i≤n de (Zp)
n
.

Pour e1 il y a card (Zp \ {0}) = pn−1 possibilités, pour e2 non colinéaire à e1 il y en a card (Zp \ Zpe1) =
pn−p et pour k compris entre 2 et n, supposant donnés e1, · · · , ek−1 linéairement indépendants, le vecteur

ek est à choisir dans Zp\
k−1⊕
i=1

Zpei, ce qui laisse pn−pk−1 possibilités. On a donc un total de
n∏

k=1

(
pn − pk−1

)
bases possibles.
On peut aussi écrire :

card (GLn (Zp)) =
n∏

k=1

pk−1
(
pn−(k−1) − 1

)
= p1+2+···+n−1

n∏
j=1

(
pj − 1

)
= p

n(n−1)
2

n∏
j=1

(
pj − 1

)
3. SLn (Zp) est le noyau du morphisme de groupe surjectif :

A ∈ GLn (Zp) 7→ det (A) ∈ Z∗
p

C'est donc un sous-groupe distingué de GLn (Zp) et on a un isomorphisme de groupes de GLn (Zp) /SLn (Zp)
sur Z∗

p, ce qui nous donne :

card (SLn (Zp)) =
card (GLn (Zp))

card
(
Z∗
p

)

=

n∏
k=1

(
pn − pk−1

)
p− 1

= pn−1
n−1∏
k=1

(
pn − pk−1

)

=

p
n(n−1)

2

n∏
j=1

(
pj − 1

)
p− 1

= p
n(n−1)

2

n∏
j=2

(
pj − 1

)
1. D'après Perrin, Algèbre
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Exercice 4.3 2On note, pour n ≥ 2, In = {1, 2, · · · , n} et on appelle dérangement de In toute permutation σ
de In n'ayant aucun point �xe (i. e. telle que σ (i) ̸= i pour tout i ∈ In).
Pour p ∈ N, on note δp le nombre de dérangements de Ip. On a δ1 = 0 et, par convention, on pose δ0 = 1.

1. Montrer que si (fn)n∈N et (gn)n∈N sont deux suites de réels telles que :

∀n ∈ N, fn =

n∑
k=0

Ck
ngk

on a alors :

∀n ∈ N, gn =
n∑

k=0

(−1)
n−k

Ck
nfk

(formule d'inversion de Pascal).

2. Montrer que :

∀n ∈ N, n! =
n∑

k=0

Ck
nδk (4.1)

3. Montrer que :

∀n ∈ N, δn = n!

n∑
k=0

(−1)
k

k!
(4.2)

4. On considère n couples qui se présentent à un concours de danse, chaque danseur choisissant une parte-
naire au hasard.

(a) Quelle est la probabilité pn pour que personne ne danse avec son conjoint ?

(b) Calculer la limite de pn quand n tend vers l'in�ni.

Solution 4.3

1. Pour n = 0, c'est clair.
En supposant n ≥ 1, on note F et G les vecteurs de Rn+1 dé�nis par F = (fk)0≤k≤n , G = (gk)0≤k≤n et
on a F = PG, où P est la matrice carrée d'ordre n+ 1 :

P =



C0
0 0 · · · · · · 0

C0
1 C1

1 0 · · · 0

C0
2 C1

2 C2
2

. . . 0
...

...
. . .

. . . 0
C0

n C1
n · · · Cn−1

n Cn
n


et il s'agit alors de montrer que P est inversible, puis de calculer son inverse.
En écrivant, pour k compris entre 0 et n, l'égalité dans Rn [X] :

(1 +X)
k
=

k∑
j=0

Cj
kX

j

on remarque que P = tQ, où :

Q =



C0
0 C0

1 C0
2 · · · C0

n

0 C1
1 C1

2 · · · C1
n

0 0 C2
2

. . .
...

...
...

. . .
. . . Cn−1

n

0 0 · · · 0 Cn
n


est la matrice de passage de la base canonique

(
Xk
)
0≤k≤n

de Rn [X] à la base
(
(1 +X)

k
)
0≤k≤n

. La

matrice Q est inversible et son inverse est la matrice de passage de
(
(1 +X)

k
)
0≤k≤n

à
(
Xk
)
0≤k≤n

, qui

s'obtient avec :

Xk = (1 +X − 1)
k
=

k∑
j=0

Cj
k (1 +X)

j
(−1)

k−j

2. F. G. N. Algèbre 1
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On a donc :

Q−1 =



C0
0 −C0

1 C0
2 · · · (−1)

n
C0

n

0 C1
1 −C1

2 · · · (−1)
n−1

C1
n

0 0 C2
2

. . .
...

...
...

. . .
. . . (−1)Cn−1

n

0 0 · · · 0 Cn
n


et :

P−1 = tQ−1 =



C0
0 0 · · · · · · 0

−C0
1 C1

1 0 · · · 0

C0
2 −C1

2 C2
2

. . . 0
...

...
. . .

. . . 0

(−1)
n
C0

n (−1)
n−1

C1
n · · · (−1)Cn−1

n Cn
n


L'égalité G = P−1F nous donne alors :

gn =
n∑

k=0

(−1)
n−k

Ck
nfk

On peut aussi procéder par récurrence sur n ≥ 0.

2. Pour n = 0 c'est clair vu les conventions 0! = δ0 = 1.

Pour n ≥ 1, n! qui est le nombre de permutations de In peut s'écrire n! =
n∑

k=0

πn,k, où πn,k est le nombre

de permutations de In ayant exactement k points �xes. En choisissant un ensemble de k points �xes dans
In, il y a δn−k dérangements possibles pour les n− k points restants et comme il y a Ck

n façons de choisir
ces k points �xes, on déduit que πn,k = Ck

nδn−k et :

n! =

n∑
k=0

Ck
nδn−k =

n∑
k=0

Cn−k
n δk =

n∑
k=0

Ck
nδk

3. En utilisant la formule d'inversion de Pascal, on déduit de la question précédente que :

δn =
n∑

k=0

(−1)
n−k

Ck
nk! = n!

n∑
k=0

(−1)
k

k!

4.

(a) En supposant qu'on est dans le cadre de l'équiprobabilité, on a :

pn =
δn
n!

=
n∑

k=0

(−1)
k

k!

(b) lim
n→+∞

pn =
1

e
.
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Exercice 4.4 Montrer la formule (4.2) , sans utiliser la formule d'inversion de Pascal.

Solution 4.4 On peut écrire que :

n!
n∑

k=0

(−1)
k

k!
=

n∑
k=0

(−1)
k n!

k! (n− k)!
(n− k)!

=

n∑
k=0

(−1)
k
Ck

n

n−k∑
j=0

Cj
n−kδj

=
n∑

j=0

(
n−j∑
k=0

(−1)
k
Ck

nC
j
n−k

)
δj

(0 ≤ j ≤ n− k ⇔ 0 ≤ k ≤ n− j) et remarquer que, pour 0 ≤ j ≤ n, on a :

n−j∑
k=0

(−1)
k
Ck

nC
j
n−k =

n−j∑
k=0

(−1)
k n!

k! (n− k)!

(n− k)!

j! (n− k − j)!

=
n!

j!

n−j∑
k=0

(−1)
k 1

k! (n− k − j)!

=
n!

j! (n− j)!

n−j∑
k=0

(−1)
k (n− j)!

k! (n− k − j)!

= Cj
n

n−j∑
k=0

(−1)
k
Ck

n−j = Cj
n (1− 1)

n−j
=

{
0 si 0 ≤ j ≤ n− 1
1 si j = n

ce qui nous donne n!

n∑
k=0

(−1)
k

k!
= δn.

Exercice 4.5 3On se propose de montrer la formule (4.2) en utilisant la série entière
∑ δn

n!
zn.

1. Montrer que la série entière
∑ δn

n!
zn est convergente pour |z| < 1. On note f (z) sa somme.

2. En utilisant (4.1) , montrer que, pour |z| < 1, on a :

f (z) =
e−z

1− z

3. En déduire que δn = n!

n∑
k=0

(−1)
k

k!
.

4. Montrer que δn = E

(
n!

e
+

1

2

)
pour tout n ≥ 1, où E est la fonction partie entière.

Solution 4.5

1. Comme 0 ≤ δn
n!

≤ 1 pour tout n ≥ 0, la série entière
∑ δn

n!
zn est convergente pour |z| < 1.

2. Pour |z| < 1, on a le produit de Cauchy des séries entières :

f (z) ez =

(
+∞∑
n=0

δn
n!

zn

)(
+∞∑
n=0

1

n!
zn

)

=
+∞∑
n=0

(
n∑

k=0

δk
k!

1

(n− k)!

)
zn

=

+∞∑
n=0

1

n!

(
n∑

k=0

Ck
nδk

)
zn =

+∞∑
n=0

zn =
1

1− z

et donc :

f (z) =
e−z

1− z

3. F. G. N. Algèbre 1
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3. Utilisant à nouveau le produit de Cauchy des séries entières, on en déduit que :

f (z) =

+∞∑
n=0

δn
n!

zn =

(
+∞∑
n=0

(−1)
n

n!
zn

)(
+∞∑
n=0

zn

)
=

+∞∑
n=0

(
n∑

k=0

(−1)
k

k!

)
zn

et on retrouve δn = n!

n∑
k=0

(−1)
k

k!
.

4. On a, pour tout n ≥ 0 :

e−1 =
+∞∑
n=0

(−1)
n

n!
=

δn
n!

+Rn

où :

|Rn| =

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

(−1)
k

k!

∣∣∣∣∣ ≤ 1

(n+ 1)!

(majoration du reste d'une série alternée). Il en résulte que, pour n ≥ 2, on a :∣∣∣∣n!e − δn

∣∣∣∣ = n! |Rn| ≤
1

n+ 1
<

1

2

donc :

−1

2
<

n!

e
− δn <

1

2

et :

δn <
n!

e
+

1

2
< δn + 1

ce qui entraîne que δn = E

(
n!

e
+

1

2

)
.

Pour n = 1, on a δ1 = 0 = E

(
1

e
+

1

2

)
.
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Exercice 4.6 4On note, pour n ≥ 1, In = {1, 2, · · · , n} et on désigne par βn le nombre de partitions de In
(nombres de Bell). On convient que β0 = 1.

1. Calculer β1, β2, β3.

2. Montrer que βn ≤ n! pour tout n ∈ N.
3. Montrer que :

∀n ∈ N, βn+1 =

n∑
k=0

Ck
nβk

4. Montrer que la série entière
∑ βn

n!
zn est convergente pour |z| < 1. On note f (z) sa somme.

Solution 4.6

1. (a) On a I1 = {1} et β1 = 1.

(b) On a I2 = {1, 2} = {1} ∪ {2} et β2 = 2.

(c) On a :

I3 = {1, 2, 3} = {1} ∪ {2, 3} = {1} ∪ {2} ∪ {3} = {1, 2} ∪ {3}
= {1, 3} ∪ {2}

et β5 = 5.

2. On désigne par En+1 l'ensemble de toutes les partitions de In+1. On partitonne En+1 en En+1 =
n∪

k=0

En+1,k

où En+1,k est l'ensemble de toutes les partitions In+1 = J1 ∪ · · · ∪ Jp où le sous-ensemble Jp de In+1

contient n + 1 et est de cardinal k + 1. Choisir Jp revient à choisir une partie à k éléments dans In,
ce qui donne Ck

n possibilités et pour Jp choisi, il y a βn−k partitions possibles de In+1 \ Jp. On a donc
card (En+1,k) = Ck

nβn−k et :

βn+1 =

n∑
k=0

Ck
nβn−k =

n∑
j=0

Cn−j
n βj =

n∑
j=0

Cj
nβj

3. On a β0 = β1 = 1, donc le résultat est vrai pour n = 0, 1. Supposons le résultat acquis jusqu'au rang n ≥ 1.
On a alors :

βn+1 =
n∑

k=0

Ck
nβk ≤

n∑
k=0

n!

k! (n− k)!
k! =

n∑
k=0

n!

(n− k)!

≤ (n+ 1)n! = (n+ 1)!

4. Comme 0 ≤ βn

n!
≤ 1 pour tout n ≥ 0, la série entière

∑ βn

n!
zn est convergente pour |z| < 1.

5. Pour |z| < 1, on a le produit de Cauchy des séries entières :

f (z) ez =

(
+∞∑
n=0

βn

n!
zn

)(
+∞∑
n=0

1

n!
zn

)

=

+∞∑
n=0

(
n∑

k=0

βk

k!

1

(n− k)!

)
zn

=

+∞∑
n=0

1

n!

(
n∑

k=0

Ck
nβk

)
zn =

+∞∑
n=0

βn+1

n!
zn

=

+∞∑
n=1

βn

(n− 1)!
zn−1 = f ′ (z)

On a donc en particulier :
∀x ∈ ]−1, 1[ , f ′ (x)− exf (x) = 0

4. F. G. N. Algèbre 1 ou Meunier
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et donc :
∀x ∈ ]−1, 1[ , f (x) = λe

∫
exdx = λee

x

avec f (0) = β0 = 1 = λe, ce qui nous donne λ =
1

e
et f (x) =

1

e
ee

x

.

Il s'agit donc de développer en série entière la fonction g : x 7→ ee
x

(on sait qu'elle l'est au moins sur
]−1, 1[).
On a :

ee
x

=
+∞∑
n=0
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Exemples de séries de Fourier et de leurs

applications

On désigne par D l'espace de Dirichlet des fonctions f : R → R qui sont 2π-périodiques, continues par
morceaux et telles qu'en tout point de discontinuité a de f, on ait :

f (a) =
f (a−) + f (a+)

2
.

Exercice 5.1 Soit (un)n∈N une suite réelle qui tend vers 0 en décroissant et telle que
∑

u2
n = +∞.

Montrer que la série trigonométrique
∑

un sin (nx) est convergente sur R, mais qu'elle ne peut être la série de
Fourier d'une fonction f ∈ D.

Solution 5.1 Pour x ∈ 2πZ la série
∑

un sin (nx) est nulle.
Pour x ∈ R− 2πZ, on a :

An (x) =
n∑

k=0

eikx =
1− ei(n+1)x

1− eix
=

ei
n+1
2 x

ei
x
2

e−in+1
2 x − ei

n+1
2 x

e−i x
2 − ei

x
2

= ein
x
2
sin
(
n+1
2 x

)
sin
(
x
2

)
et : ∣∣∣∣∣

n∑
k=1

sin (nx)

∣∣∣∣∣ = |ℑ (An (x))| ≤ |An (x)| ≤
1∣∣sin (x2 )∣∣

(on a sin
(x
2

)
̸= 0 pour x ∈ R \ 2πZ).

Dans le cas où la suite réelle (un)n∈N tend vers 0 en décroissant, le théorème d'Abel nous dit alors que la série∑
un sin (nx) est convergente.

Si cette série est la série de Fourier d'une fonction f ∈ D, cela signi�e que an (f) = 0 pour tout n ≥ 0,

bn (f) = un pour tout n ≥ 1 et le théorème de Bessel nous dit que la série
∑

(bn (f))
2
=
∑

u2
n est convergente,

ce qui n'est pas.

La suite
(

1

nα

)
n≥1

avec 0 < 2α ≤ 1 nous donne un exemple de telle situation.

23
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Exercice 5.2 1En utilisant la fonction 2π-périodique f qui vaut π2 − x2 sur [0, π] , calculer les sommes des
séries suivantes :

+∞∑
n=1

1

n2
,

+∞∑
n=1

(−1)
n+1

n2
,

+∞∑
n=1

1

(2n− 1)
2 ,

+∞∑
n=1

1

n4

Solution 5.2 On a bn (f) = 0 pour tout n ≥ 1 puisque f est paire et :

a0 (f) =
2

π

∫ π

0

(
π2 − t2

)
dt =

4

3
π2

an (f) =
2

π

∫ π

0

(
π2 − t2

)
cos (nt) dt =

2

π

{[(
π2 − t2

) sin (nt)
n

]π
0

+
2

n

∫ π

0

t sin (nt) dt

}
=

4

πn

{[
−t

cos (nt)

n

]π
0

+
1

n

∫ π

0

cos (nt) dt

}
= 4

(−1)
n+1

n2

pour n ≥ 1.

Avec |an (f)| =
4

n2
pour tout n ≥ 1, on déduit que la série

∑
an (f) est absolument convergente et la série de

Fourier de f converge normalement vers f. On a donc, pour tout réel x :

f (x) =
a0 (f)

2
+

+∞∑
n=1

an (f) cos (nx) =
2

3
π2 + 4

+∞∑
n=1

(−1)
n+1

n2
cos (nx)

ce qui équivaut à :

∀x ∈ [0, π] , π2 − x2 =
2

3
π2 + 4

+∞∑
n=1

(−1)
n+1

n2
cos (nx)

Les évaluations en x = π et x = 0 respectivement nous donnent :

+∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
et

+∞∑
n=1

(−1)
n+1

n2
=

π2

12

La somme de ces deux séries nous donne :

+∞∑
n=1

1

(2p+ 1)
2 =

π2

8

En�n le théorème de Parseval nous donne :

a20 (f)

2
+

+∞∑
n=1

a2n (f) =
2

π

∫ π

0

(
π2 − t2

)2
dt =

16

15
π4

soit :
+∞∑
n=1

1

n4
=

1

16

(
16

15
π4 − 8

9
π4

)
=

π4

90

1. D'après Gourdon, Analyse
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Exercice 5.3 À tout réel a ∈ ]0, π[ on associe la fonction fa, 2π-périodique et impaire telle que :

∀x ∈ [0, π] , fa (x) =

{
x (π − a) si 0 ≤ x ≤ a
a (π − x) si a ≤ x ≤ π

1. Étudier la série de Fourier de fa.

2. En déduire que :
+∞∑
n=1

sin (nx) sin (na)

n2
=

{
x(π−a)

2 si 0 ≤ x ≤ a
a(π−x)

2 si a ≤ x ≤ π

+∞∑
n=1

sin2 (nx)

n2
=

x (π − x)

2

+∞∑
n=1

cos (2nx)

n2
=

π2

6
− x (π − x)

+∞∑
n=1

cos2 (nx)

n2
=

π2

6
− x (π − x)

2

pour x, a dans ]0, π[ .

3. En utilisant la fonction f ∈ D telle que f (0) = 0 et :

∀x ∈ ]0, 2π[ , f (x) =
π − x

2

montrer que :
+∞∑
n=1

sin (n)

n
=

+∞∑
n=1

sin2 (n)

n2
=

π − 1

2

Solution 5.3

1. La fonction fa étant 2π-périodique continue et de classe C1 par morceaux, est développable en série de
Fourier, la convergence étant uniforme sur R tout entier. Ces coe�cients de Fourier trigonométriques
sont donnés par an = 0 puisque la fonction f est impaire et pour n ≥ 1 :

bn =
2

π

(
(π − a)

∫ a

0

t sin (nt) dt+ a

∫ π

a

(π − t) sin (nt) dt

)
=

2

π

(
(π − a)

([
−t

cos (nt)

n

]a
0

+
1

n

∫ a

0

cos (nt) dt

))
+

2

π

(
a

([
− (π − t)

cos (nt)

n

]π
a

− 1

n

∫ π

a

cos (nt) dt

))
=

2

π

(
(π − a)

(
−a

cos (na)

n
+

1

n2
sin (na)

))
+

2

π

(
a

(
(π − a)

cos (na)

n
+

1

n2
sin (na)

))
=

2

n2
sin (na)

2. Ce qui donne, pour tout réel x ∈ ]0, π[ :

2

+∞∑
n=1

sin (nx) sin (na)

n2
= fa (x) =

{
x (π − a) si 0 ≤ x ≤ a
a (π − x) si a ≤ x ≤ π

(pour x = 0 ou x = π tout est nul) et x = a ∈ ]0, π[ donne :

+∞∑
n=1

sin2 (nx)

n2
=

x (π − x)

2



26 Exemples de séries de Fourier et de leurs applications

En écrivant que cos (2nx) = 1− 2 sin2 (nx) , on en déduit que :

+∞∑
n=1

cos (2nx)

n2
=

+∞∑
n=1

1

n2
− 2

+∞∑
n=1

sin2 (nx)

n2

=
π2

6
− x (π − x)

Prenant x =
π

2
, on retrouve :

+∞∑
n=1

(−1)
n

n2
=

π2

6
− π2

4
= −π2

12
.

On a aussi :
+∞∑
n=1

cos2 (nx)

n2
=

+∞∑
n=1

1

n2
−

+∞∑
n=1

sin2 (nx)

n2
=

π2

6
− x (π − x)

2

3. La fonction f ∈ D étant de classe C1 par morceaux, le théorème de Dirichlet nous dit que sa série de
Fourier converge simplement vers f sur R.
Ses coe�cients de Fourier sont donnés par :

an =
1

2π

∫ 2π

0

(π − t) cos (nt) dt =
1

2π

∫ π

−π

u cos (n (π − u)) du

=
(−1)

n

2π

∫ π

−π

u cos (nu) du = 0

(par parité) et :

bn =
1

2π

∫ 2π

0

(π − t) sin (nt) dt =
1

2π

∫ π

−π

u sin (n (π − u)) du

=
(−1)

n+1

2π

∫ π

−π

u sin (nu) du =
(−1)

n+1

π

∫ π

0

u sin (nu) du

=
(−1)

n+1

π

([
−u

cos (nu)

n

]π
0

+

∫ π

0

cos (nu)

n
du

)
=

1

n

On a donc, pour tout x ∈ ]0, 2π[ :
+∞∑
n=1

sin (nx)

n
=

π − x

2

et pour x = 1 :
+∞∑
n=1

sin (n)

n
=

π − 1

2
=

+∞∑
n=1

sin2 (nx)

n2
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Exercice 5.4 2Soient λ ∈ C \ [−1, 1] et f dé�nie sur R par :

f (x) =
1

λ+ cos (x)

On se propose d'utiliser les séries de Fourier pour calculer les valeurs des intégrales :∫ π

0

cos (nx)

λ+ cos (x)
dx

pour n ∈ N.

1. Montrer que l'équation polynomiale P (z) = z2 + 2λz + 1 a deux solutions complexes z1, z2 telles que
0 < |z1| < 1 < |z2| .

2. Montrer que, pour tout réel x, on a :

f (x) =
2eix

P (eix)

3. En utilisant la décomposition en éléments simples de
1

P (z)
et le développement en série entière de

1

1− z
pour |z| < 1 dans C, donner le développement en série de Fourier de la fonction f.

4. En déduire les valeurs des intégrales
∫ π

0

cos (nx)

λ+ cos (x)
dx, pour tout entier n ≥ 0.

5. Calculer en particulier les intégrales suivantes :∫ π

0

cos (nx)

2 + cos (x)
dx,

∫ π

0

cos (nx)

ch (a) + cos (x)
dx

pour tout entier n ≥ 0, tout réel a > 0.

Solution 5.4

1. En désignant par z1, z2 les solutions complexes de P (z) = 0, on a z1z2 = 1 et z1+z2 = −2λ. Ces solutions

sont donc non nulles et z2 =
1

z1
. L'une d'entre elles, disons z1 est donc telle que 0 < |z1| ≤ 1. Si |z1| = 1,

on a alors z1 = eiθ, z2 =
1

z1
= e−iθ et z1 + z2 = 2 cos (θ) = −2λ, soit λ = cos (θ) ∈ [−1, 1] , ce qui n'est

pas. On a donc 0 < |z1| < 1 et |z2| =
1

|z1|
> 1.

2. On a :

e−ixP
(
eix
)
= e−ix

(
e2ix + 2λeix + 1

)
= eix + e−ix + 2λ

= 2 (λ+ cos (x))

c'est-à-dire que :

f (x) =
1

λ+ cos (x)
=

2eix

P (eix)

3. On a :
1

P (z)
=

1

(z − z1) (z − z2)
=

1

z1 − z2

(
1

z − z1
− 1

z − z2

)
ce qui nous donne :

f (x) =
2eix

P (eix)
=

2eix

z1 − z2

(
1

eix − z1
− 1

eix − z2

)
=

2

z1 − z2

1

1− e−ixz1
+

2eixz1
z1 − z2

1

1− eixz1

2. D'après Ramis, Deschamps, Odoux, exercices d'analyse 2
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avec
∣∣e±ixz1

∣∣ = |z1| < 1, ce qui nous donne :

f (x) =
2

z1 − z2

∞∑
n=0

zn1 e
−inx +

2eixz1
z1 − z2

∞∑
n=0

zn1 e
inx

=
2

z1 − z2

( ∞∑
n=0

zn1 e
−inx +

∞∑
n=1

zn1 e
inx

)

=
2

z1 − z2

(
1 +

∞∑
n=1

zn1
(
einx + e−inx

))

=
2

z1 − z2

(
1 + 2

∞∑
n=1

zn1 cos (nx)

)

4. Comme les coe�cients de Fourier de f ∈ D sont uniquement déterminés, on en déduit que :

∀n ≥ 1, bn (f) = 0

(f est paire) et :

∀n ≥ 0, an (f) =
2

π

∫ π

0

cos (nx)

λ+ cos (x)
dx =

4

z1 − z2
zn1 =

4z1
z21 − 1

zn1

Ce qui donne la valeur des intégrales :

∀n ≥ 0,

∫ π

0

cos (nx)

λ+ cos (x)
dx =

2π

z1 − z2
zn1

5. Pour λ = 2, les racines de P (z) = z2 + 4z + 1 = 0 sont z1 =
√
3− 2, z2 = −

√
3− 2 et :∫ π

0

cos (nx)

2 + cos (x)
dx =

π√
3

(
2−

√
3
)n

(−1)
n

Pour λ = ch (a) > 1, on a

P (z) = z2 + 2 ch (a) z + 1 = (z + ea)
(
z + e−a

)
donc z1 = −e−a et : ∫ π

0

cos (nx)

ch (a) + cos (x)
dx =

π

sh (a)
(−1)

n
e−na
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Exercice 5.5 3En utilisant le développement en série de Fourier de la fonction x 7→ |sin (x)| , donner une
solution particulière π-périodique de l'équation di�érentielle y′′ (x) + y (x) = |sin (x)| et en déduire toutes les
solutions sur R.

Solution 5.5 La fonction x 7→ |sin (x)| étant π-périodique continue et de classe C1 par morceaux, est déve-
loppable en série de Fourier, la convergence étant uniforme sur R tout entier. Ses coe�cients de Fourier sont
donnés par :

an =
2

π

∫ π

0

sin (t) cos (2nt) dt

=
1

π

∫ π

0

(sin ((1 + 2n) t) + sin ((1− 2n) t)) dt =
−4

π (4n2 − 1)

et bn = 0 puisque la fonction f est paire. On a donc :

∀x ∈ R, |sin (x)| = 2

π
− 4

π

+∞∑
n=1

cos (2nx)

4n2 − 1

On cherche tout d'abord une solution particulière π-périodique (comme le second membre). Si une telle solution
existe elle est alors de classe C2 et C3 par morceaux, elle est donc développable en série de Fourier sous la
forme :

y (x) =
a0
2

+
+∞∑
n=1

(an cos (2nx) + bn sin (2nx))

la convergence de cette série et des séries dérivées d'ordre 1 et 2 étant uniformes sur R (
+∞∑
n=0

∣∣nkan
∣∣ < +∞ et

+∞∑
n=1

∣∣nkbn
∣∣ < +∞ pour k = 0, 1, 2). On peut donc dériver terme à terme et on a :

y′′ (x) = −4
+∞∑
n=1

n2 (an cos (2nx) + bn sin (2nx))

de sorte que l'équation di�érentielle s'écrit :

a0
2

+
+∞∑
n=1

(
an
(
1− 4n2

)
cos (2nx) + bn

(
1− 4n2

)
sin (2nx)

)
=

2

π
− 4

π

+∞∑
n=1

cos (2nx)

4n2 − 1

De l'unicité du développement en série de Fourier dans D, on déduit alors que :

a0 =
4

π
, ∀n ≥ 1, an =

4

π

1

(4n2 − 1)
2 , bn = 0

En dé�nitive une solution particulière est :

y (x) =
2

π
+

4

π

+∞∑
n=1

cos (2nx)

(4n2 − 1)
2

et toute solution de l'équation di�érentielle est de la forme :

y (x) = λ cos (x) + µ sin (x) +
2

π
+

4

π

+∞∑
n=1

cos (2nx)

(4n2 − 1)
2

3. D'après Moisan, Vernotte, Tosel
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Exercice 5.6 4Soit f ∈ C1 (R,R) une fonction 2π-périodique telle que
∫ 2π

0

f (t) dt = 0.

Montrer que : ∫ 2π

0

(f (t))
2
dt ≤

∫ 2π

0

(f ′ (t))
2
dt

et préciser le cas d'égalité (inégalité de Wirtinger).

Solution 5.6 Comme f et f ′ sont dans D, on dispose du théorème de Parseval qui nous dit que :

1

π

∫ 2π

0

f2 (t) dt =
a20 (f)

2
+

+∞∑
n=1

(
a2n (f) + b2n (f)

)
=

+∞∑
n=1

(
a2n (f) + b2n (f)

)

(a0 (f) =
1

π

∫ 2π

0

f (t) dt = 0) et :

1

π

∫ 2π

0

(f ′ (t))
2
dt =

a20 (f
′)

2
+

+∞∑
n=1

(
a2n (f

′) + b2n (f
′)
)
=

+∞∑
n=1

(
a2n (f

′) + b2n (f
′)
)

(a0 (f ′) =
1

π

∫ 2π

0

f ′ (t) dt =
f (2π)− f (0)

π
= 0).

Et comme :

∀n ∈ N∗, an (f) = −bn (f
′)

n
et bn (f) =

an (f
′)

n
on a :

a2n (f) + b2n (f) =
a2n (f

′) + b2n (f
′)

n2
≤ a2n (f

′) + b2n (f
′)

ce qui nous donne l'inégalité de Wirtinger.
Avec : ∫ 2π

0

(f ′ (t))
2
dt−

∫ 2π

0

(f (t))
2
dt =

+∞∑
n=1

(
n2 − 1

) (
a2n (f) + b2n (f)

)
on déduit que l'égalité est réalisée si, et seulement si, a2n (f) + b2n (f) = 0 pour tout n ≥ 2, ce qui équivaut à
an (f) = bn (f) = 0 et comme f est développable en série de Fourier, cela revient à dire que :

f (x) = a1 cos (x) + b1 sin (x)

4. D'après Leichtnam, Analyse
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Exercice 5.7 5On s'intéresse ici à l'équation de la chaleur.
Le problème étant de déterminer une fonction u : [0, π]×R+ → R qui est continue sur [0, π]×R+, de classe C1

sur [0, π]× R+,∗, de classe C2 sur ]0, π[× R+,∗ et telle que :
∀ (x, t) ∈ ]0, π[× R+,∗,

∂u

∂t
(x, t)− ∂2u

∂x2
(x, t) = 0

∀t ∈ R+, u (0, t) = u (π, t) = 0
∀x ∈ [0, π] , u (x, 0) = f (x)

où f est une fonction continue et C1 par morceaux sur [0, π] telle que f (0) = f (π) = 0.
On note Ef l'ensemble des solutions de cette équation aux dérivées partielles.

1. Montrer que pour toute fonction u ∈ Ef , la fonction φ dé�nie par :

∀t ∈ R+, φ (t) =

∫ π

0

u2 (x, t) dx

est continue sur R+ et décroissante sur R+,∗. En déduire qu'il existe au plus une fonction dans Ef .

2. On prolonge la fonction f en une fonction qu'on note encore f : R → R, 2π-périodique et impaire. Ce
prolongement est continue et de classe C1 par morceaux sur R.
Montrer que l'unique élément de Ef peut être dé�ni par :

∀ (x, t) ∈ ]0, π[× R+,∗, u (x, t) =
+∞∑
n=1

bn (f) e
−n2t sin (nx)

où (bn (f))n∈N∗ est la suite des coe�cients de Fourier de f.

Solution 5.7

1. Si u ∈ Ef , la fonction u2 est alors continue sur [0, π]×R+ et la fonction φ est continue sur R+ (intégration
sur un segment d'une fonction continue des deux variables).
Comme u est de classe C1 sur [0, π]×R+,∗, il en est de même de u2 et φ est de classe C1 sur R+,∗ avec :

∀t ∈ R+,∗, φ′ (t) = 2

∫ π

0

u (x, t)
∂u

∂t
(x, t) dx = 2

∫ π

0

u (x, t)
∂2u

∂x2
(x, t) dx

la fonction
∂2u

∂x2
étant continue sur [0, π]×R+,∗ (elle l'est sur ]0, π[×R+,∗ et égale sur ce domaine à

∂u

∂t
qui est continue sur [0, π]× R+,∗). Une intégration par parties nous donne :∫ π

0

u (x, t)
∂2u

∂x2
(x, t) dx =

[
u (x, t)

∂u

∂x
(x, t)

]π
0

−
∫ π

0

(
∂u

∂x
(x, t)

)2

dx

= −
∫ π

0

(
∂u

∂x
(x, t)

)2

dx

puisque u (0, 0) = f (0) = u (π, 0) = f (π) = 0, ce qui nous donne :

∀t ∈ R+,∗, φ′ (t) = −2

∫ π

0

(
∂u

∂x
(x, t)

)2

dx ≤ 0

La fonction φ est donc décroissante sur R+,∗.
Si u1, u2 sont deux fonctions dans Ef , la fonction u = u2 − u1 est également dans Ef , donc la fonction φ
associée est continue sur R+, décroissante sur R+,∗, à valeurs positives avec :

φ (0) =

∫ π

0

u2 (0, t) dx = 0

donc φ = 0 et u = 0 par continuité, soit u1 = u2.
On a donc, en cas d'existence, l'unicité de la solution de l'équation de la chaleur.

5. D'après, Moisan, Vernotte, Tosel ou Lonier, Analyse MP



32 Exemples de séries de Fourier et de leurs applications

2. Comme f est continue et de classe C1 par morceaux sur R, la série
∑

bn (f) est absolument convergente

(ce qui résulte de |bn (f)| =
∣∣∣∣an (f ′)

n

∣∣∣∣ ≤ 1

2

(
|an (f ′)|2 + 1

n2

)
et de l'inégalité de Bessel) et la série de

Fourier de f converge normalement vers f sur R avec :

∀x ∈ R, f (x) =
+∞∑
n=1

bn (f) sin (nx)

On cherche une solution de l'équation de la chaleur sous la forme :

u (x, t) =
+∞∑
n=1

βn (t) sin (nx)

En travaillant formellement, on a :

∂u

∂t
(x, t) =

+∞∑
n=1

β′
n (t) sin (nx)

et :
∂2u

∂x2
(x, t) = −

+∞∑
n=1

n2βn (t) sin (nx)

et l'équation
∂u

∂t
(x, t)− ∂2u

∂x2
(x, t) = 0 équivaut à :

∀n ∈ N∗, ∀t ∈ R+,∗, β′
n (t) = n2βn (t)

ce qui donne βn (t) = λne
−n2t avec λn ∈ R, la condition initiale u (x, 0) = f (x) donnant λn = bn (f) .

Il reste à véri�er que tout cela est valable.

Comme
∣∣∣bn (f) e−n2t sin (nx)

∣∣∣ ≤ |bn (f)| pour tout (x, t) ∈ R × R+ avec
∑

|bn (f)| < +∞, la série∑
bn (f) e

−n2t sin (nx) est normalement convergente sur R×R+ et sa somme y dé�ni une fonction conti-
nue.
Pour tout couple d'entiers positifs (p, q) , on a :∣∣∣∣ ∂p+q

∂xp∂tq

(
bn (f) e

−n2t sin (nx)
)∣∣∣∣ = ∣∣∣np

(
−n2

)q
bn (f) e

−n2t sin
(
nx+ p

π

2

)∣∣∣
≤ np+2q |bn (f)| e−n2a

pour tout x ∈ R et tout t ∈ [a,+∞[ , où a > 0 avec
∑

np+2q |bn (f)| e−n2a < +∞ puisque (bn (f))n∈N∗ est

bornée. Il en résulte que toutes les séries
∑ ∂p+q

∂xp∂tq

(
bn (f) e

−n2t sin (nx)
)
sont normalement convergentes

sur R× [a,+∞[ .
On en déduit que la fonction u est de classe C∞ sur R× R+,∗ et que les dérivations sous le signe somme
sont justi�ées. La fonction u, restreinte à [0, π]× R+, est donc l'unique élément de Ef .
En écrivant que :

bn (f) =
1

π

∫ π

−π

f (u) sin (nu) du et an (f) =
1

π

∫ π

−π

f (u) cos (nu) du = 0

on a, pour n ≥ 1 :

bn (f) sin (nx) = an (f) cos (nx) + bn (f) sin (nx)

=
1

π

∫ π

−π

f (u) cos (n (x− u)) dt

et pour (x, t) ∈ R× R+,∗ :

u (x, t) =
1

π

+∞∑
n=1

e−n2t

∫ π

−π

f (u) cos (n (x− u)) dt

=
1

π

∫ π

−π

(
+∞∑
n=1

e−n2t cos (n (x− u))

)
f (u) dt

(pour t > 0 la série en u,
∑

e−n2tf (u) cos (n (x− u)) est normalement convergente).
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Exemples de calculs d'aires et de volumes

Exercice 6.1 Pour tout p ∈ [1,+∞] , on désigne par Bp =
{
x ∈ R2 | ∥x∥p ≤ 1

}
la boule unité de R2 pour la

norme ∥·∥p et par Ap l'aire de Bp.
Montrer que l'application A est croissante sur [p,+∞[ , déterminer sa borne inférieure et sa borne supérieure
et calculer Ap pour tout p ≥ 1.

Solution 6.1 Sur la �gure 6.1, on a représenté les ensembles Bp pour p =
1

2
, p = 1, p = 2 et p = +∞.

B 1

2

B∞

B2

B1

Figure 6.1 � Boules Bp pour p =
1

2
, 1, 2, +∞

On constate que B 1
2
n'est pas convexe et en conséquence, x 7→ ∥x∥ 1

2
n'est pas une norme.

La croissance de A provient des inclusions :

∀q > p ≥ 1, Bp ⊂ Bq ⊂ B∞

ce qui peut se montrer comme suit.
Pour tout x = (x1, x2) ∈ Bp, on a |x1|p + |x2|p ≤ 1, donc |x1| ≤ 1 et |x2| ≤ 1, soit ∥x∥∞ et x ∈ B∞. On a donc

33
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Bp ⊂ B∞ pour tout p ≥ 1.

Pour q > p ≥ 1 et x = (x1, x2) ∈ Bp, on a |x2| ≤ (1− |x1|p)
1
p avec |x1| ∈ [0, 1] . Il nous su�t donc de montrer

que :
∀t ∈ [0, 1] , (1− tp)

1
p ≤ (1− tq)

1
q

ce qui équivaut à :

∀u ∈ [0, 1] , (1− u)
q
p ≤ 1− u

q
p

(l'application t 7→ u = tp est bijective de [0, 1] sur lui même).
Il s'agit donc de montrer que :

∀r > 1, ∀u ∈ [0, 1] , (1− u)
r

≤ 1− ur

ce qui résulte de :
∀r > 1, ∀u ∈ [0, 1] , (1− u)

r

≤ 1− u ≤ 1− ur

(pour r > 1, on a 0 ≤ vr ≤ v pour 0 ≤ v ≤ 1).
On en déduit que :

∀p ≥ 1, A1 = 2 ≤ Ap ≤ A∞ = 4

Par symétries, on a :

Ap = 4

∫ 1

0

(1− xp
1)

1
p dx1 =

4

p

∫ 1

0

(1− t)
1
p t

1
p−1dt =

4

p
B

(
1

p
+ 1,

1

p

)
où B désigne la fonction beta dé�nie par :

∀x > 0, ∀y > 0, B (x, y) =

∫ 1

0

(1− t)
x−1

ty−1dt

Sachant que B (x, y) =
Γ (x) Γ (y)

Γ (x+ y)
, où la fonction Γ est dé�nie par :

∀x > 0, Γ (x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt

on a la formule :

Ap =
4

p

Γ
(

1
p + 1

)
Γ
(

1
p

)
Γ
(

2
p + 1

)
et avec Γ (x+ 1) = xΓ (x) , on obtient :

Ap =
2

p

Γ
(

1
p

)2
Γ
(

2
p

)
Sachant que Γ (1) = 1 et Γ

(
1

2

)
=

√
π, on véri�e que A2 = π.

En écrivant que :

Ap = 4
Γ
(

1
p + 1

)2
Γ
(

2
p + 1

)
et en utilisant la continuité de Γ en 1, on en déduit que :

lim
p→+∞

Ap = 4 = A∞

et A∞ est bien la borne supérieure de A.
La croissance A n'est pas une évidence sur les formules.
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Exercices sur les endomorphismes

diagonalisables

Exercice 7.1 À tout entier n ≥ 2 et toute permutation σ ∈ Sn, on associe la matrice de permutation Pσ dé�nie
comme la matrice de passage de la base canonique B = (ek)1≤k≤n de Cn à la base Bσ =

(
eσ(k)

)
1≤k≤n

.

Pour cet exercice, σ est le cycle σ = (1, 2, · · · , n) et on note P pour Pσ.

1. Montrer que Pn = In et en déduire que P est diagonalisable.

2. Déterminer le polynôme minimal et le polynôme caractéristique de P.

3. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres associés de P.

4. Montrer que, pour tout cycle γ d'ordre n dans Sn, la matrice de permutation Pγ est diagonalisable et
préciser ses valeurs propres.

5. On se donne des nombres complexes a0, a1, · · · , an−1 et on leur associe la matrice :

A =



a0 an−1 · · · a2 a1

a1
. . .

. . . a2

a2
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . an−1

an−1 · · · a2 a1 a0


= ((ai−j modn))1≤i,j≤n

Montrer que cette matrice est diagonalisable et préciser ses valeurs propres.

6. Diagonaliser la matrice :

A =



2 −1 0 · · · −1

−1
. . .

. . .
. . . 0

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . −1

−1 · · · 0 −1 2


et calculer son rayon spectral.

Solution 7.1 Pour toute permutation σ ∈ Sn, la matrice Pσ est dé�nie par :

∀k ∈ {1, · · · , n} , Pσek = eσ(k)

ce qui revient à dire que :
Pσ =

(
eσ(1), · · · , eσ(n)

)
Pour σ = (1, 2, · · · , n) , on a :

P =


0 0 · · · 0 1
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0


35
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1. Pour toutes permutations σ, σ′ dans Sn et tout entier k compris entre 1 et n, on a :

PσPσ′ek = Pσeσ′(k) = eσ◦σ′(k) = Pσ◦σ′ek

ce qui revient à dire que PσPσ′ = Pσ◦σ′ .
En particulier, si σ est un cycle d'ordre n, on a alors :

Pn
σ = Pσn = PId = In

La matrice P est donc annulée par le polynôme Q (X) = Xn − 1 qui est scindé à racines simples dans
C [X] et en conséquence, elle est diagonalisable.

2. On note ω = e
2iπ
n et on a :

Q (X) = Xn − 1 =

n−1∏
k=0

(
X − ωk

)
Le polynôme minimal πP de P est un diviseur non constant de Q (X) = Xn− 1. Si deg (πP ) < n, il existe
alors un entier k compris entre 0 et n− 1 tel que la matrice P soit annulée par le polynôme :

Qk (X) =
Xn − 1

X − ωk
=

Xn −
(
ωk
)n

X − ωk
= Xn−1 + ωkXn−2 + · · ·+ ω(n−2)kX + ω(n−1)k

Mais avec :
P je1 = eσj(1) = ej+1 (0 ≤ j ≤ n− 1)

on en déduit que :
Qk (P ) e1 = en + ωken−1 + · · ·+ ω(n−2)ke2 + ω(n−1)ke1 = 0

ce qui contredit le fait que B = (ek)1≤k≤n est une base de Cn.

On a donc πP = Q et le polynôme caractéristique de P est (−1)
n
Q à cause des degrés.

3. L'ensemble des valeurs propres de P est donc l'ensemble :

Γn =
{
e

2ikπ
n | 0 ≤ k ≤ n− 1

}
=
{
ωk | 0 ≤ k ≤ n− 1

}
des racines n-èmes de l'unité.
Comme ces valeurs propres sont deux à deux distinctes, les espaces propres associés sont tous de dimension
1.
Pour k compris entre 0 et n− 1, l'égalité Px = ωkx avec x ∈ Cn \ {0} équivaut à :{

xn = ωkx1

xj = ωkxj+1 (1 ≤ j ≤ n− 1)

ce qui impose xn ̸= 0. En choisissant xn = 1, on obtient :

xj = ω−jk (1 ≤ j ≤ n)

4. Comme tous les n-cycles sont conjugués dans Sn (il existe τ ∈ Sn telle que γ = τ ◦ σ ◦ τ−1, donc
Pγ = Pτ◦σ◦τ−1 = PτPσ (Pτ )

−1), la matrice Pγ est diagonalisable, les ωk étant ses valeurs propres.

5. On remarque que, pour k compris entre 1 et n− 1, on a :

P k = Pσk =



0 0 1 · · · 0
. . . 0 · · ·

. . . 0

1
. . . · · ·

... 1
...

. . .
. . .

...
...

0 · · · 1 · · · 0


= (ek+1, · · · , en, e1, · · · , ek)

la diagonale inférieure de 1 étant en position k et la diagonale supérieure en position n− k et :

A = a0In + a1P + a2P
2 + · · ·+ an−1P

n−1 = R (P )
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où R (X) =

n−1∑
k=0

akX
k. Comme la matrice P est diagonalisable, il en est de même de A et les valeurs

propres de A sont les R
(
ωk
)
pour k compris entre 0 et n− 1. Précisément, on a :

U−1AU = diag
(
R (1) , R (ω) , · · · , R

(
ωn−1

))
où :

U =



1 ω−1 ω−2 · · · ω−(n−1)

1 ω−2 ω−4 · · · ω−2(n−1)

...
...

...
... 1

...
...

...
...

...
1 ω−n ω−2n · · · ω−n(n−1)


6. On est dans la situation précédente avec :

R (X) = 2−X −Xn−1

Les valeurs propres de A sont donc les :

λk = 2− ωk − ωk(n−1) = 2− ωk − ω−k

= 2
(
1−ℜ

(
ωk
))

= 2

(
1− cos

(
2kπ

n

))
= 4 sin2

(
kπ

n

)
(0 ≤ k ≤ n− 1)

avec :

λn−k = 4 sin2
(
π − kπ

n

)
= λk > 0 (1 ≤ k ≤ n− 1)

Pour n = 2p, on a λ0 = 0 qui est simple :

λk = λ2p−k = 4 sin2
(
kπ

2p

)
(1 ≤ k ≤ p− 1)

qui sont doubles et λp = 4 sin2
(π
2

)
= 4 qui est simple. Le rayon spectral est alors ρ (A) = 4.

Pour n = 2p+ 1, on a λ0 = 0 qui est simple et :

λk = 4 sin2
(

kπ

2p+ 1

)
(1 ≤ k ≤ p)

qui sont doubles. Le rayon spectral est alors ρ (A) = λp = 4 sin2
(

pπ

2p+ 1

)
.
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Exercice 7.2 Diagonaliser la matrice :

A =


1 1 · · · 1 1
1 0 · · · 0 1
...

...
. . .

...
...

1 0 · · · 0 1
1 1 · · · 1 1

 ∈ Mn (R)

pour n ≥ 3 (il peut être judicieux de calculer ker (A) , Tr (A) et Tr
(
A2
)
).

Solution 7.2 Comme A est de rang 2, son noyau est de dimension n − 2 et λ1 = 0 est valeur propre d'ordre
n − 2 puisque A est diagonalisable (elle est symétrique réelle). Désignant par λ2 et λ3 ses deux autres valeurs
propres, on a Tr (A) = 2 = λ2 + λ3. De plus avec :

A2 =


n 2 · · · 2 n
2 2 · · · 2 2
...

...
. . .

...
...

2 2 · · · 2 2
n 2 · · · 2 n


on déduit que Tr

(
A2
)
= 4 (n− 1) = λ2

2 + λ2
3. On a donc : λ2 + λ3 = 2

λ2λ3 =
(λ2 + λ3)

2 −
(
λ2
2 + λ2

3

)
2

= 2 (2− n)

et λ2, λ3 sont les racines de X2 − 2X + 2 (2− n) = (X − 1)
2 − (2n− 3) , ce qui donne λ2 = 1 −

√
2n− 3 et

λ3 = 1 +
√
2n− 3 comme valeurs propres simples.

L'espace propre associé à la valeur propre 0 est l'espace de dimension n− 2 d'équations :{
x2 + · · ·+ xn−1 = 0
x1 + xn = 0

Un vecteur dans ce noyau s'écrit donc :

x =



x1

x2

...
xn−2

−x2 − · · · − xn−2

−x1


= x1



1
0
...
0
0
−1


+ x2



0
1
...
0
−1
0


+ · · ·+ xn−2



0
0
...
1
−1
0


et en notant (ei)1≤i≤n la base canonique de Rn, une base de ce noyau est :

(e1 − en, e2 − en−1, · · · , en−2 − en−1)

La droite propre associée à λ2 = 1−
√
2n− 3 est dé�nie par :

√
2n− 3x1 + x2 + · · ·+ xn−1 + xn = 0

x1 + xn =
(
1−

√
2n− 3

)
xj (2 ≤ j ≤ n− 1)

x1 + x2 + · · ·+ xn−1 +
√
2n− 3xn = 0

En retranchant la dernière équation à la première, on déduit que x1 = xn et prenant x1 = 1, on obtient :

xj =
2

1−
√
2n− 3

= −
√
2n− 3 + 1

n− 2

De manière analogue, on véri�e que la droite propre associée à λ3 = 1+
√
2n− 3 est dirigée par le vecteur x de

coordonnées : 
x1 = xn = 1

xj =
2

1 +
√
2n− 3

=

√
2n− 3− 1

n− 2
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On a donc :
P−1AP = diag

(
0, · · · , 0, 1−

√
2n− 3, 1 +

√
2n− 3

)
avec :

P =



1 0 0 · · · 0 1 1

0 1 0 · · · 0 −
√
2n−3+1
n−2

√
2n−3−1
n−2

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 1 −
√
2n−3+1
n−2

√
2n−3−1
n−2

0 −1 −1 · · · −1 −
√
2n−3+1
n−2

√
2n−3−1
n−2

−1 0 0 · · · 0 1 1
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Exercice 7.3 On désigne par Dn (C) l'ensemble des matrices diagonalisables dans Mn (C) .
1. Montrer que Dn (C) est dense dans Mn (C) .
2. Montrer que l'ensemble D2 (R) des matrices diagonalisables de M2 (R) n'est pas dense dans M2 (R) .
3. Déduire le théorème de Cayley-Hamilton de la densité de Dn (C) dans Mn (C) .

Solution 7.3

1. Toute matrice A ∈ Mn (C) est semblable à une matrice triangulaire supérieure, c'est-à-dire qu'il existe

une matrice P inversible et une matrice triangulaire T =


t11 t12 · · · t1n

0 t22
. . .

...
...

. . .
. . . tn−1,n−1

0 · · · 0 tnn

 telles que A =

PTP−1.
On désigne par α un réel non nul tel que :

tii +
iα

k
̸= tjj +

jα

k
(1 ≤ i ̸= j ≤ n)

pour tout entier k ≥ 1.
Si tous les tii sont égaux, α = 1 convient, sinon on prend :

0 < α < min

{
|tjj − tii|
|j − i|

| 1 ≤ i ̸= j ≤ n et tjj ̸= tii

}
dans ce cas, on a pour i ̸= j tels que tjj ̸= tii :

|j − i| α
k
≤ |j − i|α < |tjj − tii|

donc tii +
iα

k
̸= tjj +

jα

k
et pour tjj = tii cette inégalité est encore vraie pour i ̸= j.

Pour tout entier k ≥ 1, la matrice :

Tk =


t11 +

α
k t12 · · · t1n

0 t22 +
2α
k

. . .
...

...
. . .

. . . tn−1,n−1

0 · · · 0 tnn + nα
k


a ses valeurs propres deux à deux distinctes, elle est donc diagonalisable. Il en est de même de la matrice
Ak = PTkP

−1 et en utilisant la continuité du produit matricielle, on a :

lim
k→+∞

Ak = P lim
k→+∞

TkP
−1 = PTP−1 = A

La matrice A ∈ Mn (C) est donc limite d'une suite de matrices diagonalisables, ce qui signi�e que Dn (C)
est dense dans Mn (C) .

2. L'application φ : M2 (R) → R qui associe à une matrice M =

(
a b
c d

)
le discriminant de son polynôme

caractéristique :
φ (M) = (a− d)

2
+ 4bc

est continue donc :
A = lim

k→+∞
Ak =⇒ φ (A) = lim

k→+∞
φ (Ak) .

Mais pour Ak dans D2 (R) , on a φ (Ak) ≥ 0 et pour A à valeurs propres complexes non réelles, on a
φ (A) < 0. Une telle matrice A ne peut donc être limite d'une suite de matrices de D2 (R) .

3. Pour toute matrice A ∈ Mn (C) , on note PA son polynôme caractéristique.
Si A ∈ Mn (C) est diagonalisable, il existe une matrice inversible P et une matrice diagonale :

D =


λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 λn

 ,
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telles que A = PDP−1. Ce qui entraîne :

PA (X) =
n∏

k=1

(λk −X) et PA (A) = PPA (D)P−1 = 0.

Une matrice quelconque A ∈ Mn (C) peut s'écrire A = lim
k→+∞

Ak, où (Ak)k∈N est une suite de matrices

diagonalisables. Avec la continuité de l'application M 7−→ PM (M) de Mn (C) dans Mn (C) (les compo-
santes de cette application sont des fonctions polynomiales des mij), on déduit alors que :

PA (A) = lim
k→+∞

PAk
(Ak) = 0.
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Exercice 7.4 Soit (ui)i∈I une famille d'endomorphismes de E diagonalisables (l'ensemble I ayant au moins
deux éléments).
Montrer qu'il existe une base commune de diagonalisation dans E pour la famille (ui)i∈I si, et seulement si,
ces endomorphismes commutent deux à deux :

∀ (i, j) ∈ I2, ui ◦ uj = uj ◦ ui

Solution 7.4 S'il existe une base commune de diagonalisation B pour la famille d'endomorphisme (ui)i∈I , en
utilisant les matrices des ui dans cette base B, on véri�e facilement que ces endomorphismes commutent deux
à deux.
Pour la réciproque, on raisonne par récurrence sur la dimension n ≥ 1 de E.
Pour n = 1 le résultat est évident puisque tous les ui sont des homothéties.
On suppose que E est de dimension n+ 1 et que le résultat est acquis pour les espaces vectoriels de dimension
inférieure ou égale à n. Si tous les ui sont des homothéties alors le résultat est clair. Sinon soit j dans I tel que
uj ne soit pas une homothétie. On a alors la décomposition en sous espaces propres :

E =
⊕

λ∈Sp(uj)

ker (uj − λId) .

L'endomorphisme uj n'étant pas une homothétie chaque sous espace propre de uj est de dimension inférieure
ou égale à n. Comme tous les ui commutent à uj , chaque sous espace propre est stable par ui pour tout i dans
I et la restriction de chaque ui à chaque ker (uj − λId) est diagonalisable. On peut donc appliquer, pour tout
λ ∈ Sp (uj) , l'hypothèse de récurrence à la famille des restrictions des ui à ker (uj − λId) , ce qui permet de
construire une base de diagonalisation de ker (uj − λId) commune à toutes les restrictions de ui à cet espace.
La réunion de ces bases donne alors une base de diagonalisation commune à tous les ui.
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Exercice 7.5 Soient K un corps de caractéristique di�érente de 2 et n un entier naturel non nul.

1. Montrer que si G est un sous-groupe multiplicatif �ni de GLn (K) tel que tout élément de G soit d'ordre
au plus égal à 2, alors G est commutatif de cardinal inférieur ou égal à 2n.

2. En déduire que pour (n,m) ∈ (N∗)
2 les groupes multiplicatifs GLn (K) et GLm (K) sont isomorphes si, et

seulement si, n = m.

Solution 7.5

1. Dire que tous les éléments de G ⊂ GLn (K) sont d'ordre au plus égal à 2, revient à dire que l'on a A2 = In,
ou encore A = A−1, pour tout A ∈ G.
Pour A,B dans G, on a AB = (AB)

−1
= B−1A−1 = BA, donc G est commutatif.

Tous les éléments de G sont annulés par le polynôme X2 − 1 qui est scindé à racine simples (puisque K
est de caractéristique di�érente de 2, ce qui entraîne −1 ̸= 1), ils sont donc diagonalisables et comme G
est commutatif, ils sont simultanément diagonalisables, c'est-à-dire qu'il existe une matrice inversible P
telle que pour tout M de G la matrice P−1MP est diagonale. De plus avec M2 = In, on déduit que les
valeurs propres de M sont dans {−1, 1} et la matrice P−1MP est de la forme :

D =


ε1 (M) 0 · · · 0

0 ε2 (M) · · · 0
...

. . .
. . .

...
0 · · · 0 εn (M)


où εk (M) ∈ {−1, 1} , pour tout k compris entre 1 et n. On en déduit alors que l'application :

M 7−→ (ε1 (M) , ε2 (M) , · · · , εn (M))

réalise un isomorphisme de groupes de G sur un sous-groupe de {−1, 1}n . Le groupe multiplicatif {−1, 1}n
étant d'ordre 2n et l'ordre d'un sous-groupe divisant l'ordre du groupe, on déduit que G est �ni d'ordre 2p

avec p ≤ n.

2. Supposons qu'il existe un isomorphisme de groupes Φ de GLn (K) sur GLm (K) .
On désigne par G le sous-groupe de GLn (K) formé des matrices diagonales de la forme :

D =


ε1 0 · · · 0
0 ε2 · · · 0
...

. . .
. . .

...
0 · · · 0 εn


où εk ∈ {−1, 1} , pour tout k compris entre 1 et n. Ce groupe est d'ordre 2n avec tous ses éléments d'ordre
inférieur ou égal à 2. Par l'isomorphisme Φ il est transformé en un sous-groupe H de GLm (K) ayant les
mêmes propriétés. D'après la question précédente, on a alors n ≤ m. En raisonnant avec l'isomorphisme
Φ−1 on déduit qu'on a aussi m ≤ n. Ce qui donne en dé�nitive m = n.
La réciproque est évidente.
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Exercice 7.6 On rappelle que si G est un groupe dont tous les éléments sont d'ordre �ni, son exposant est
max
g∈G

θ (g) .

Décrire les sous-groupes commutatifs d'exposant r ≥ 1 de GLn (C) .

Solution 7.6 Soit G un sou-groupe commutatif d'exposant r ≥ 1 de GLn (C) .
Comme tous les éléments de G sont annulés par le polynôme scindé à racine simples Xr − 1 ∈ C [X] , ils sont
tous diagonalisables. Si de plus G est commutatif, les éléments de G sont alors simultanément diagonalisables,
c'est-à-dire qu'il existe une matrice inversible P telle que pour tout M de G la matrice P−1MP est diagonale.
De plus avec Mr = In, on déduit que les valeurs propres de M sont dans l'ensemble Γr des racines r-èmes de
l'unité et la matrice P−1MP est de la forme :

D =


λ1 (M) 0 · · · 0

0 λ2 (M) · · · 0
...

. . .
. . .

...
0 · · · 0 λn (M)


où λk (M) ∈ Γr, pour tout k compris entre 1 et n. On en déduit alors que l'application :

M 7−→ (λ1 (M) , λ2 (M) , · · · , λn (M))

réalise un morphisme de groupes injectif de G dans Γn
r et G est isomorphe à un sous-groupe de Γn

r , il est donc
�ni d'ordre qui divise rn.
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Exercice 7.7 K est algébriquement clos et n est un entier naturel non nul.
On considère A et B deux matrices de Mn (K) et on introduit l'endomorphisme de Mn (K) :

ΦA,B : M 7→ AM +MB.

1. On supposant que A est diagonalisable et que B = 0, établir que ΦA,B est diagonalisable.

2. On supposant A et B diagonalisables, établir que ΦA,B est diagonalisable.

3.

(a) Montrer que pour toutes matrices A,B dans Mn (K) , on a :

Spec (ΦA,B) = Spec (A) + Spec (B)

= {α+ β | α ∈ Spec (A) , β ∈ Spec (B)} .

(b) Montrer que l'égalité ΦA,B = 0 avec A,B dans Mn (K) équivaut à dire que A = −B est une matrice
scalaire.

(c) Montrer que si ΦA,B est diagonalisable, alors A et B le sont (on pourra utiliser la décomposition de
Dunford-Schwarz).

4. Lorsque A et B sont diagonalisables, déterminer les éléments propres de ΦA,B en fonction de ceux de A
et de tB.

Solution 7.7

1. On peut montrer ce résultat en remarquant que A et ΦA,0 ont même polynôme minimal, ce qui résulte de
ΦAk,0 = (ΦA,0)

k
, ΦλA,0 = λΦA,0 et ΦA,0 + ΦA′,0 = ΦA+A′,0, pour toutes matrices A,A′ dans Mn (K) ,

tout k ∈ N et tout λ ∈ K, ce qui entraîne que :

∀P ∈ C [K] , ΦP (A),0 = P (ΦA,0) ,

et permet de déduire que A et ΦA,0 ont même polynôme minimal.
Une matrice de Mn (K) étant diagonalisable si, et seulement si, son polynôme minimal est scindé à racines
simples, on en déduit que A est diagonalisable si, et seulement si, ΦA,0 est diagonalisable.
On a un résultat analogue pour B et Φ0,B .
On peut aussi montrer le résultat comme suit.
Si A est diagonalisable dans Mn (K) , il existe alors une base (Vk)1≤k≤n de Kn formée de vecteurs propres
A avec AVk = αkVk pour k compris entre 1 et n.
En posant, pour k, p compris entre 1 et n :

Mk,p = (0, · · · , 0, Vk, 0, · · · , 0) ∈ Mn (C)

le vecteur colonne Vk étant en position p, on a Mk,p ̸= 0 et :

ΦA,0 (Mk,p) = AMk,p = (0, · · · , 0, AVk, 0, · · · , Vk) = αkMk,p

et les Mk,p sont des vecteurs propres de ΦA,0 avec ΦA,0 (Mk,p) = αkMk,p.
En désignant par (Ei)1≤i≤n la base canonique de Kn et par (Eij)1≤i,j≤n celle de Mn (K) , chaque vecteur
Ei s'écrit comme combinaison linéaire des Vk et chaque Eij est combinaison linéaire des Mk,j , ce qui
entraîne que le système (Mk,p)1≤k,p≤n est générateur de Mn (K) et en conséquence c'est une base puisque
formé de n2 éléments.
En dé�nitive, (Mk,p)1≤k,p≤n est une base de Mn (K) formé de vecteurs propres de ΦA,0 et ΦA,0 est
diagonalisable avec les mêmes valeurs propres que A.

2. En considérant que ΦA,0 et Φ0,B commutent (pour toute matrice M, on a ΦA,0 ◦ Φ0,B (M) = Φ0,B ◦
ΦA,0 (M) = AMB), on déduit de la question précédente que si A et B sont diagonalisables alors ΦA,0 et
Φ0,B sont simultanément diagonalisables et ΦA,B = ΦA,0 +Φ0,B est diagonalisable.

3.

(a) Pour α ∈ Spec (A) et β ∈ Spec (B) = Spec (tB) il existe (V,W ) dans (Kn − {0})2 tels que AV = αV
et tBW = βW. On a alors tWB = β tW et :

ΦA,B

(
V tW

)
= (AV ) tW + V

(
tWB

)
= (αV ) tW + V

(
β tW

)
= (α+ β)V tW,
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avec V tW = ((viwj))1≤i,j≤n = (w1V,w2V, · · · , wnV ) ̸= 0 (cette matrice est de rang 1 puisque les
vecteurs V et W sont non nuls).
On déduit donc que V tW est un vecteur propre de ΦA,B associé à la valeur propre α+β et Spec (A)+
Spec (B) ⊂ Spec (ΦA,B) .
Réciproquement, si µ ∈ K est une valeur propre de ΦA,B et M ∈ Mn (K) un vecteur propre associé
non nul. On a alors ΦA,B (M) = AM + MB = λM et AM = M (λIn −B) puis par récurrence,
AkM = M (λIn −B)

k pour tout k ∈ N. On en déduit alors, par linéarité, que :

∀P ∈ K [X] , P (A)M = MP (λIn −B) .

En prenant en particulier pour polynôme P le polynôme minimal de A, πA (X) =

p∏
k=1

(X − αk) ,

on a 0 = M

p∏
k=1

(λIn −B − αkIn) . La matrice M étant non nulle il existe au moins un indice

k ∈ {1, · · · , p} tel que la matrice (λ− αk) In−B soit non inversible (si toutes les (λ− αk) In−B sont

inversibles il en est de même du produit et l'égalité 0 = M

p∏
k=1

((λ− αk) In −B) équivaut à M = 0,

ce qui n'est pas). Les αk étant les valeurs propres de la matrice A, on déduit qu'il existe α ∈ Spec (A)
telle que (λ− α) In −B soit non inversible, ce qui signi�e que b = λ− α est une valeur propre de B
et λ = α+ β ∈ Spec (A) + Spec (B) .
On a donc l'égalité Spec (ΦA,B) = Spec (A) + Spec (B) .

(b) Si ΦA,B = 0, avec ΦA,B (In) = A+B = 0, on déduit que A = −B et ΦA,B (M) = AM−MA = 0 pour
tout M ∈ Mn (K) signi�e que M commute à toute matrice (i. e. M est dans le centre de Mn (K)),
ce qui équivaut à dire que A est une matrice d'homothétie (exercice ??).
La réciproque est évidente.

(c) On note respectivement A = D1 +N2 et B = D2 +N2 les décompositions de Dunford-Schwarz dans
Mn (K) de A et B où les Dk sont diagonalisables, les Nk nilpotentes et DkNk = NkDk pour k = 1, 2.
On a alors ΦA,B = ΦD1,D2 +ΦN1,N2 avec ΦD1,D2 diagonalisable puisque D1 et D2 le sont et ΦD1,D2

commute à ΦN1,N2
puisque, pour tout M ∈ Mn (K) on a :

ΦD1,D2 ◦ ΦN1,N2 (M) = ΦD1,D2 (N1M +MN2)

= D1 (N1M +MN2) + (N1M +MN2)D2

= D1N1M +D1MN2 +N1MD2 +MN2D2

= N1D1M +D1MN2 +N1MD2 +MD2N2

= N1 (D1M +MD2) + (D1M +MD2)N2

= ΦN1,N2 (D1M +MD2) = ΦN1,N2 ◦ ΦD1,D2 (M)

Si ΦA,B est diagonalisable, il en est alors de même de ΦN1,N2 = ΦA,B−ΦD1,D2 comme somme de deux
endomorphismes diagonalisables qui commutent. Mais Spec (ΦN1,N2) = Spec (N1) + Spec (N2) = {0}
puisque N1 et N2 sont nilpotentes. On a donc ΦN1,N2 = 0 et N1 = −N2 = λIn avec λ nécessairement
nul puisque N1 est nilpotente.
On a donc A = D1 et B = D2 qui sont diagonalisables.
On peut aussi remarquer que ΦN1,N2 = ΦN1,0 + Φ0,N2 est nilpotent comme somme de deux en-
domorphismes nilpotents qui commutent, donc ΦA,B = ΦD1,D2 + ΦN1,N2 est la décomposition de
Dunford-Schwarz de ΦA,B et on a ΦN1,N2 = 0 pour ΦA,B diagonalisable.

4. On a déjà vu que :

Spec (ΦA,B) = Spec (A) + Spec (B) = Spec (A) + Spec
(

tB
)

pour toutes matrices A,B dans Mn (K) .
Si A et B sont diagonalisables dans Mn (K) , il existe alors une base (Vk)1≤k≤n de Kn formée de vecteurs
propres A et une base (Wk)1≤k≤n formée de vecteurs propres de tB (une matrice est diagonalisable si et
seulement si sa transposée l'est) et on a vu que les Vk

tWp sont des vecteurs propres de ΦA,B .
En écrivant chaque vecteur de base canonique Ei comme combinaison linéaire des Vk et comme combi-
naison linéaire des Wp, on déduit que chaque Eij = Ei

tEj est combinaison linéaire des Vk
tWp, ce qui

entraîne que le système (Vk
tWp)1≤k,p≤n est générateur de Mn (K) , c'est donc une base puisque formé
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de n2 éléments.
En dé�nitive, (Vk

tWp)1≤k,p≤n est une base deMn (K) formée de vecteurs propres de ΦA,B avec ΦA,B (Vk
tWp) =

(αk + βp)Vk
tWp si AVk = αkVk et tBWp = βpWp. On retrouve ainsi le fait que ΦA,B est diagonalisable.
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Exercice 7.8 Soient α, β dans K et Aα,β = ((aij))1≤i,j≤n la matrice d'ordre n supérieur ou égal à 3 dé�nie
par :

∀i ∈ {1, 2, · · · , n} ,
{

aii = β,
aij = α si j ∈ {1, 2, · · · , n} − {i} .

1. Calculer le polynôme caractéristique Pα,β et les valeurs propres avec leur multiplicité de la matrice Aα,β .

2. Calculer le polynôme minimal πα,β de la matrice Aα,β et montrer que Aα,β est diagonalisable.

3. Dans le cas où la matrice Aα,β est inversible, calculer son inverse.

4. Calculer Ak
α,β pour tout entier naturel k.

Solution 7.8

1. On a :

Aα,β =


β α α · · · α
α β α · · · α
...

. . .
. . .

. . .
...

α · · · α β α
α · · · α α β

 = αA1,0 + βIn

Pour α = 0, on a Pα,β (X) = (β −X)
n et β est valeur propre d'ordre n.

Pour α ̸= 0, on a :

Pα,β (X) = det (αA1,0 + (β −X) In) = αnP1,0

(
X − β

α

)
avec :

P1,0 (X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−X 1 1 · · · 1
1 −X 1 · · · 1
...

. . .
. . .

. . .
...

1 · · · 1 −X 1
1 · · · 1 1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
En ajoutant les lignes 2 à n à la première ligne on a :

P1,0 (X) = (n− 1−X)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
1 −X 1 · · · 1
...

. . .
. . .

. . .
...

1 · · · 1 −X 1
1 · · · 1 1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Puis en retranchant la première colonne aux colonnes 2 à n on obtient :

P1,0 (X) = (−1)
n
(X − (n− 1)) (X + 1)

n−1

et :

Pα,β (X) = αnP1,0

(
X − β

α

)
= (−1)

n
αn

(
X − β

α
− (n− 1)

)(
X − β

α
+ 1

)n−1

= (−1)
n
(X − (β + (n− 1)α)) (X − (β − α))

n−1

Les valeurs propres de Aα,β sont donc λ1 = β+(n− 1)α et λ2 = β−α. Pour α ̸= 0, λ1 est valeur propre
simple et λ2 est valeur propre d'ordre n− 1.
On peut aussi remarquer que Aα,β + (α− β) In = αA1,1 avec A1,1 de rang 1. On déduit donc que 0 est
valeur propre d'ordre n − 1 de A1,1 et que Tr (A1,1) = n − 1 est valeur propre simple. On retrouve alors
facilement les valeurs propres de Aα,β .

2. Si α = 0, on a alors Aα,β = βIn et son polynôme minimal est :

π(α,β) (X) = X − β

Pour α non nul, on a :
Aα,β − (β − α) In = αA1,1

Aα,β − (β + (n− 1)α) In = αA1,1−n
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avec A1,1A1,1−n = 0. La matrice Aα,β n'étant pas celle d'une homothétie, on déduit que son polynôme
minimal est :

π(α,β) (X) = (X − (β − α)) (X − (β + (n− 1)α))

Ce polynôme minimal étant scindé à racines simple, la matrice Aα,β est diagonalisable semblable à :

diag (β + (n− 1)α, β − α, · · · , β − α)

3. Pour α = 0, on Aα,β = βIn et cette matrice est inversible si et seulement si β ̸= 0 avec A−1
α,β = β−1In.

On suppose que α est non nul. Dans ce cas, la matrice Aα,β est inversible si et seulement si β ̸= α et
β ̸= − (n− 1)α et son polynôme minimal est π(α,β) (X) = (X − λ1) (X − λ2) . L'égalité π(α,β) (Aα,β) = 0
donne alors :

A−1
α,β =

1

λ1λ2
((λ1 + λ2) In −A (α, β))

=
1

λ1λ2
A (−α, λ1 + λ2 − β) =

1

λ1λ2
A (−α, β + (n− 1)α)

4. Pour α = 0, on Aα,β = βIn et pour tout entier naturel k, on a Ak
α,β = βkIn.

On suppose que α est non nul. Pour k = 0 et k = 1, on a :

Ak
α,β = akA (α, β) + bkIn

avec :
(a0, b0) = (0, 1) , (a1, b1) = (1, 0) .

Pour k ≥ 2, la division euclidienne de Xk par π(α,β) (X) s'écrit :

Xk = Q (X)π(α,β) (X) + akX + bk,

avec : 
ak =

λk
1 − λk

2

λ1 − λ2
=

λk
1 − λk

2

nα
,

bk =
λ1λ

k
2 − λ2λ

k
1

λ1 − λ2
=

λ1λ2

nα

(
λk−1
2 − λk−1

1

)
.

Et on a :
∀k ∈ N, Ak

α,β = akA (α, β) + bkIn.

On peut aussi écrire :

∀k ∈ N, Ak
α,β =

1

nα

(
λk
1 (Aα,β − λ2In) + λk

2 (λ1In −Aα,β)
)

(
1

nb
(Aα,β − λ2In) et

1

nb
(λ1In −Aα,β) sont les projecteurs spectraux), ou encore :

∀k ∈ N, Ak
α,β =

1

n

(
λk
2A1,1 − λk

1A1,1−n

)
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8

Exemples de calculs de la norme d'une

application linéaire continue

On rappelle le résultat suivant, où (E, ∥·∥) et
(
F, ∥·∥′

)
sont des espaces vectoriels normés réels.

Théorème 8.1 Soit u une application linéaire de (E, ∥·∥) dans
(
F, ∥·∥′

)
. Les assertions suivantes sont équiva-

lentes :

1. u est continue en 0 ;

2. u est continue sur E ;

3. u est bornée sur la sphère [resp. boule] unité de (E, ∥·∥) ;
4. il existe une constante réelle c telle que :

∀x ∈ E, ∥u (x)∥′ ≤ c ∥x∥

5. u est uniformément continue sur E.

La norme d'une application linéaire continue u : E → F, peut alors être dé�nie par :

∥u∥ = sup
x∈E
∥x∥=1

∥u (x)∥′ = sup
x∈E\{0}

∥u (x)∥′

∥x∥

Pour justi�er que ∥u∥ = α, on essaye de montrer que :

∀x ∈ E, ∥u (x)∥′ ≤ α ∥x∥

puis, soit on trouve x ∈ E tel que ∥x∥ = 1 et ∥u (x)∥′ = α (si cette borne supérieure est atteinte, ce qui est
toujours le cas en dimension �nie, mais pas nécessairement en dimension in�nie), soit on essaye de trouver une
suite (xk)k∈N dans E telle que :

∀k ∈ N, ∥xk∥ ≤ 1

lim
k→+∞

∥u (xk)∥′ = α

et avec :
∀k ∈ N, ∥u (xk)∥′ ≤ ∥u∥ ∥xk∥ ≤ ∥u∥

on en déduit, par passage à la limite, que α ≤ ∥u∥ .
On note L (E,F ) (ou simplement L (E) dans le cas où E = F ) l'espace des applications linéaires de E dans

F.
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Exercice 8.1 1E et F sont des espaces vectoriels réels de dimensions respectives n ≥ 1 et m ≥ 1. Étant
données une base B = (ei)1≤i≤n de E et une base B′ = (e′i)1≤i≤n de F, on munit ces espaces de la norme ∥·∥∞ ,
soit :

∀x =
n∑

k=1

xkek ∈ E, ∥x∥∞ = max
1≤k≤n

|xk|

∀y =

m∑
k=1

yke
′
k ∈ F, ∥y∥∞ = max

1≤k≤m
|yk|

Soit u ∈ L (E,F ) de matrice A = ((aij)) 1≤im
1≤j≤n

dans les bases B et B′.

Montrer que :

∥u∥∞ = max
1≤i≤m

n∑
j=1

|aij |

Solution 8.1 Si u = 0, le résultat est évident.
On suppose donc u ̸= 0.
Pour tout x ∈ E, on a :

∥u (x)∥∞ = max
1≤i≤m

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣ ≤
 max

1≤i≤n

n∑
j=1

|aij |

 ∥x∥∞

donc ∥u∥∞ ≤ α = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij | .

Il existe un entier k compris entre 1 et m tel que

α =
n∑

j=1

|akj | =
n∑

j=1

akj sgn (akj)

en notant pour tout réel t :

sgn (t) =

{ t
|t| si t ̸= 0

0 si t = 0
(signe de t)

Comme u ̸= 0, on a α > 0, donc le vecteur :

x =

n∑
j=1

sgn (akj) ej

est tel que ∥x∥ = 1 et en notant y = u (x) , on a ∥y∥∞ = ∥u (x)∥∞ ≤ α avec :

|yk| =

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

akjxj

∣∣∣∣∣∣ = α

On a donc bien ∥u (x)∥∞ = α et ∥u∥∞ = α.

1. D'après Rombaldi, Analyse matricielle
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Les deux exercices qui suivent sont analogues au précédent, mais en dimension in�nie.

Exercice 8.2 L'espace E = ℓ∞ des suites réelles bornées est normé par x 7→ ∥x∥∞ = sup
n∈N

|xn| . On se donne

une suite φ = (φn)n∈N ∈ E telle que la série
∑

φn soit absolument convergente et u ∈ L (E,R) est dé�nie par :

∀x ∈ E, u (x) =

+∞∑
n=0

xnφn

Montrer que u est continue de (E, ∥f ·∥∞) dans (R, |·|) , avec :

∥u∥∞ =
+∞∑
n=0

|φn|

Solution 8.2 Si φ = 0, le résultat est évident.
On suppose donc φ ̸= 0.
Pour tout x ∈ E et tout n ∈ N, on a |xnφn| ≤ ∥x∥∞ |φn| avec

∑
|φn| < +∞, ce qui entraîne l'absolue

convergence de
∑

xnφn et :

|u (x)| =

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

xnφn

∣∣∣∣∣ ≤
(

+∞∑
n=0

|φn|

)
∥x∥∞

donc u est continue avec ∥u∥∞ ≤ α =
+∞∑
n=0

|φn| .

On désigne par x la suite dé�nie par :
∀n ∈ N, xn = sgn (φn)

Comme φ ̸= 0, il existe au moins un indice n tel que φn ̸= 0 et ∥x∥∞ = 1. On a alors :

u (x) =
+∞∑
n=0

xnφn =
+∞∑
n=0

|φn| = α

et ∥u∥∞ = α.
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Exercice 8.3 2E = C0 ([0, 1] ,R) est normé par f 7→ ∥f∥∞ = sup
x∈[0,1]

|f (x)| . On se donne φ ∈ E et u ∈ L (E,R)

est dé�nie par :

∀f ∈ E, u (f) =

∫ 1

0

f (t)φ (t) dt

Montrer que u est continue de (E, ∥·∥∞) dans (R, |·|) , avec :

∥u∥∞ =

∫ 1

0

|φ (t)| dt

Solution 8.3 Si φ = 0, le résultat est évident.
On suppose donc φ ̸= 0.
Pour tout f ∈ E, on a :

|u (f)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f (t)φ (t) dt

∣∣∣∣ ≤ (∫ 1

0

|φ (t)| dt
)
∥f∥∞

donc u est continue avec ∥u∥∞ ≤ α =
∫ 1

0
|φ (t)| dt.

Si on s'inspire de l'exercice précédent, on a envie d'utiliser la fonction f dé�nie par f (t) = sgn (f (t)) , mais
cette fonction n'est pas continue en général (elle est à valeurs dans {−1, 0, 1} et a priori non constante).
On utilise la suite de fonctions continues (fk)k∈N dé�nie par :

∀k ∈ N, ∀t ∈ [0, 1] , fk (t) =
φ (t)

|φ (t)|+ εk

où εk =
1

2k
pour tout k (ou tout simplement εk > 0 et lim

k→+∞
εk = 0).

Pour tout k ∈ N et tout t ∈ [0, 1] , on a |fk (t)| =
|φ (t)|

|φ (t)|+ εk
< 1, soit ∥fk∥∞ ≤ 1 et :

|u (fk)− α| =
∣∣∣∣∫ 1

0

(
φ2 (t)

|φ (t)|+ εk
− |φ (t)|

)
dt

∣∣∣∣
= εk

∫ 1

0

|φ (t)|
|φ (t)|+ εk

dt ≤ εk →
k→+∞

0

donc lim
k→+∞

|u (fk)| = α et avec |u (fk)| ≤ ∥u∥∞ ∥fk∥∞ ≤ ∥u∥∞ , on déduit que α ≤ ∥u∥∞ et ∥u∥∞ = α.

2. D'après Monnier, Exercices analyse MP
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Exercice 8.4 3E et F sont des espaces vectoriels réels de dimensions respectives n ≥ 1 et m ≥ 1. Étant
données une base B = (ei)1≤i≤n de E et une base B′ = (e′i)1≤i≤n de F, on munit ces espaces de la norme ∥·∥1 ,
soit :

∀x =
n∑

k=1

xkek ∈ E, ∥x∥1 =
n∑

k=1

|xk|

∀y =

m∑
k=1

yke
′
k ∈ F, ∥y∥1 =

m∑
k=1

|yk|

Soit u ∈ L (E,F ) de matrice A = ((aij)) 1≤im
1≤j≤n

dans les bases B et B′.

Montrer que :

∥u∥1 = max
1≤j≤n

m∑
i=1

|aij |

Solution 8.4 Si u = 0, le résultat est évident.
On suppose donc u ̸= 0.
Pour tout x ∈ E, on a :

∥u (x)∥1 =
m∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣ ≤
m∑
i=1

n∑
j=1

|aij | |xj | =
n∑

j=1

(
m∑
i=1

|aij |

)
|xj |

≤

(
max
1≤j≤n

m∑
i=1

|aij |

)
∥x∥1

donc ∥u∥1 ≤ α = max
1≤j≤n

m∑
i=1

|aij | .

En notant k un entier compris entre 1 et n tel que :

α =
m∑
i=1

|aik|

on a α = ∥u (ek)∥1 ≤ ∥u∥1 (colonne k de A) et ∥u∥1 = α.
On peut remarquer que ∥A∥1 = ∥ tA∥∞ .

3. D'après Rombaldi, Analyse matricielle
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L'exercice qui suit est analogue au précédent, mais en dimension in�nie.

Exercice 8.5 4E = C0 ([0, 1] ,R) est normé par f 7→ ∥f∥1 =

∫ 1

0

|f (t)| dt. On se donne φ ∈ E et u ∈ L (E) est

dé�nie par :

∀f ∈ E, u (f) =

∫ 1

0

f (t)φ (t) dt

Montrer que u est continue de (E, ∥·∥1) dans (R, |·|) , avec :

∥u∥1 = ∥φ∥∞ = sup
t∈[0,1]

|φ (t)|

Solution 8.5 Si φ = 0, le résultat est évident.
On suppose donc φ ̸= 0.
Pour tout f ∈ E, on a :

|u (f)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f (t)φ (t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∥φ∥∞
∫ 1

0

|f (t)| dt = ∥φ∥∞ ∥f∥1

donc u est continue avec ∥u∥1 ≤ α = ∥φ∥∞ .
La fonction φ étant continue sur le segment [0, 1] , elle est bornée et atteint ses bornes. Il existe donc t0 ∈ [0, 1]
tel que :

|φ (t0)| = ∥φ∥∞
Par continuité, on peut trouver, pour tout entier naturel k, un réel ηk > 0 tel que :

∀t ∈ [ak, bk] = [0, 1] ∩ [t0 − ηk, t0 + ηk] , |φ (t)− φ (t0)| < εk =
1

2k

On désigne alors par fk : [0, 1] → R+ une fonction a�ne par morceaux et continue qui est nulle en dehors de
]ak, bk[ et telle que : ∫ bk

ak

fk (t) dt = 1

(voir la �gure 8.1) et on a :

Figure 8.1 � graphe de fk

|u (fk)− φ (t0)| =

∣∣∣∣∣
∫ bk

ak

fk (t) (φ (t)− φ (t0)) dt

∣∣∣∣∣
≤ εk

∫ bk

ak

fk (t) dt = εk

de sorte que lim
k→+∞

|u (fk)| = |φ (t0)| = α.

Avec |u (fk)| ≤ ∥u∥1 ∥fk∥1 = ∥u∥1 , on en déduit que α ≤ ∥u∥1 et ∥u∥1 = α.

4. D'après Monnier, Exercices analyse MP
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Exercice 8.6 5(E, ⟨· | ·⟩) est un espace euclidien de dimension n ≥ 1. On note ∥·∥2 la norme associée.
Soit u ∈ L (E) et u∗ son adjoint dé�ni par :

∀ (x, y) ∈ E2, ⟨u (x) | y⟩ = ⟨x | u∗ (y)⟩

On désigne par sp (u) l'ensemble des valeurs propres de u et par ρ (u) = max
λ∈sp(u)

|λ| le rayon spectral de u.

1. Montrer que si u est symétrique (i. e. u∗ = u), on a alors :

∥u∥2 = ρ (u)

2. Montrer que ∥u∗∥2 = ∥u∥2 .
3. Montrer que :

∥u∥2 =
√
∥u∗ ◦ u∥2 =

√
ρ (u∗ ◦ u)

4. Soient u et v deux endomorphismes symétriques. Montrer que :

ρ (u ◦ v) ≤ ρ (u) ρ (v)

Solution 8.6

1. Un endomorphisme symétrique réel se diagonalisant dans une base orthonormée, il existe des réels λ1, · · · , λn

et une base orthonormée (ek)1≤k≤n de E tels que Aek = λkek pour tout k ∈ {1, · · · , n} .

Pour tout x =
n∑

k=1

xkek ∈ E, on a alors :

∥u (x)∥22 =
n∑

k=1

λ2
k · x2

k ≤ ρ (A)
2

n∑
k=1

x2
k = ρ (u)

2 ∥x∥2

Donc ∥u∥2 ≤ ρ (u) .
Si k ∈ {1, · · · , n} est tel que ρ (A) = |λk| , on a alors ρ (A) = |λk| = ∥u (ek)∥2 avec ∥ek∥2 = 1. Donc
∥u∥2 = ρ (u) .

2. Pour tout x ∈ E, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

∥u (x)∥22 = ⟨u (x) | u (x)⟩ = ⟨x | u∗ ◦ u (x)⟩ ≤ ∥x∥2 ∥u
∗ ◦ u (x)∥2

≤ ∥x∥2 ∥u
∗ ◦ u (x)∥2 ∥x∥2 = ∥u∗ ◦ u∥2 ∥x∥

2
2

donc ∥u∥22 ≤ ∥u∗ ◦ u∥2 ≤ ∥u∗∥2 ∥u∥2 et ∥u∥2 ≤ ∥u∗∥2. En appliquant cette inégalité à u∗ on obtient
∥u∗∥2 ≤ ∥u∥2 ((u∗)

∗
= u), ce qui donne :

∥u∗∥2 = ∥u∥2

3. On a :
∥u∥22 ≤ ∥u∗ ◦ u∥2 ≤ ∥u∗∥2 ∥u∥2 = ∥u∥22

donc ∥u∥22 = ∥u∗ ◦ u∥2 . L'endomorphisme u∗ ◦ u étant symétrique réel,on a ∥u∗ ◦ u∥2 = ρ (u∗ ◦ u) et :

∥u∥2 =
√
∥u∗ ◦ u∥2 =

√
ρ (u∗ ◦ u)

4. On a :
ρ (u ◦ v) ≤ ∥u ◦ v∥2 ≤ ∥u∥2 ∥v∥2 = ρ (u) ρ (v)

si u et v sont symétriques.

5. D'après Rombaldi, Analyse matricielle
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Exercice 8.7 6(E, ⟨· | ·⟩) est un espace préhilbertien (de dimension �nie ou non) et ∥·∥2 est la norme associée.

1. Montrer que si u est continue, on a alors :

∥u∥ = sup
∥x∥2=∥y∥2=1

|⟨u (x) | y⟩|

2. On dit que u ∈ L (E) est symétrique si :

∀ (x, y) ∈ E2, ⟨u (x) | y⟩ = ⟨x | u (y)⟩

Montrer que si u est continue et symétrique, on a alors :

∥u∥ = sup
∥x∥2=1

|⟨u (x) | x⟩|

Solution 8.7 Pour u = 0, les résultats sont évidents. On suppose donc u ̸= 0.

1. En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout x, y dans E :

|⟨u (x) | y⟩| ≤ ∥u (x)∥2 ∥y∥2 ≤ ∥u∥ ∥x∥2 ∥y∥2

et en conséquence :
α = sup

∥x∥2=∥y∥2=1

|⟨u (x) | y⟩| ≤ ∥u∥

Pour x ∈ E tel que ∥x∥2 = 1 et u (x) ̸= 0, on peut écrire que :

∥u (x)∥22 = ⟨u (x) | u (x)⟩ = ∥u (x)∥2

⟨
u (x) | 1

∥u (x)∥2
u (x)

⟩
≤ ∥u (x)∥2 α

(puisque y =
1

∥u (x)∥2
u (x) est de norme 1) et il en résulte que ∥u (x)∥2 ≤ α, cette dernière inégalité étant

trivialement véri�ée si u (x) = 0.
On en déduit donc que ∥u∥ ≤ α et l'égalité.

2. On déjà :
β = sup

∥x∥2=1

|⟨u (x) | x⟩| ≤ ∥u∥ = sup
∥x∥2=∥y∥2=1

|⟨u (x) | y⟩|

Comme u est symétrique, l'application bilinéaire :

φ : (x, y) 7→ ⟨u (x) | y⟩

est symétrique (φ (y, x) = ⟨u (y) | x⟩ = ⟨x | u (y)⟩ = ⟨u (x) | y⟩) et on a l'identité de polarisation :

φ (x, y) =
1

4
(φ (x+ y, x+ y)− φ (x− y, x− y))

soit :

⟨u (x) | y⟩ = 1

4
(⟨u (x+ y) | x+ y⟩ − ⟨u (x− y) | x− y⟩)

avec :
|⟨u (x± y) | x± y⟩| ≤ β ∥x± y∥22

ce qui nous donne :

|⟨u (x) | y⟩| ≤ β

4

(
∥x+ y∥22 + ∥x− y∥22

)
=

β

2

(
∥x∥22 + ∥y∥22

)
et pour ∥x∥2 = ∥y∥2 = 1, on obtient |⟨u (x) | y⟩| ≤ β. On a donc ∥u∥ ≤ β et l'égalité.

6. D'après F. G. N., Oraux ENS, Alg. 3



59

Exercice 8.8 7Soient E = C0 ([0, 1] ,R) , φ ∈ E et u ∈ L (E) dé�nie par :

∀f ∈ E, u (f) =

∫ 1

0

f (t)φ (t) dt

1. En munissant E de la norme f 7→ ∥f∥2 =

√∫ 1

0

f2 (t) dt, montrer que u est continue de (E, ∥·∥2) dans

(R, |·|) , avec :
∥u∥2 = ∥φ∥2

2. On suppose que φ est à valeurs positives et on se donne un réel p > 1.

En munissant E de la norme f 7→ ∥f∥p = p

√∫ 1

0

|f (t)|p dt, montrer que u est continue de
(
E, ∥·∥p

)
dans

(R, |·|) , avec :
∥u∥p = ∥φ∥q

où q > 1 est tel que
1

p
+

1

q
= 1.

Solution 8.8 Si φ = 0, les résultat sont évidents. On suppose donc φ ̸= 0.

1. Pour tout f ∈ E, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

|u (f)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f (t)φ (t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∥φ∥2 ∥f∥2

donc u est continue avec ∥u∥2 ≤ ∥φ∥2 .
Avec :

u (φ) =

∫ 1

0

φ2 (t) dt = ∥φ∥22 ≤ ∥u∥2 ∥φ∥2

on déduit que ∥φ∥2 ≤ ∥u∥2 et l'égalité.

2. En utilisant l'inégalité de Hölder, on a pour tout f ∈ E :∣∣∣∣∫ 1

0

f (t)φ (t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|f (t)| |φ (t)| dt ≤ ∥f∥p ∥φ∥q

donc u est continue avec ∥u∥p ≤ ∥φ∥q .

De
1

p
+

1

q
= 1, on déduit que

On a :

∥φ∥qq =

∫ 1

0

φq (t) dt =

∫ 1

0

(φq (t))
1
p+

1
q dt =

∫ 1

0

φ
q
p (t)φ (t) dt

= u
(
φ

q
p

)
≤ ∥u∥p

∥∥∥φ q
p

∥∥∥
p

avec : ∥∥∥φ q
p

∥∥∥p
p
=

∫ 1

0

φq (t) dt = ∥φ∥qq

donc :

∥φ∥qq ≤ ∥u∥p
(
∥φ∥q

) q
p

et : (
∥φ∥q

)q− q
p

=
(
∥φ∥q

)q(1− 1
p )

= ∥φ∥q ≤ ∥u∥p

ce qui nous donne l'égalité.

7. D'après Monnier, Exercices analyse MP
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9

Exercices illustrant l'utilisation de

vecteurs propres et valeurs propres dans

des domaines variés

Exercice 9.1 On dit qu'un nombre réel α est algébrique s'il existe un polynôme non nul P dans Q [X] tel que
P (α) = 0.
On note A l'ensemble des nombres réels algébriques.

1. Soient α, β deux nombres algébriques et P (X) =
n∑

k=0

akX
k, Q (X) =

m∑
k=0

bkX
k deux polynômes non nuls

dans Q [X] tels que P (α) = 0 et Q (β) = 0, avec an = bm = 1. On note :{
αiβj | 0 ≤ i ≤ n− 1, 0 ≤ j ≤ m− 1

}
= {γk | 1 ≤ k ≤ p}

où p = nm et γ1 = α0β0 = 1. On désigne par V le vecteur de Rp de composantes γ1, · · · , γp.

(a) Montrer qu'il existe deux matrices carrées d'ordre p à coe�cients rationnels A et B telles que αV =
AV et βV = BV.

(b) En déduire que A est un anneau commutatif unitaire.

2. Montrer que le réel β = 3
√
2 + 3

√
4 est algébrique.

Solution 9.1

1.

(a) Pour tout entier k compris entre 1 et p il existe deux indices i, j tels que γk = αiβj et αγk = αi+1βj .
Pour i compris entre 0 et n− 2, αγk est l'un des γr et pour i = n− 1, on a :

αγk = αnβj = −
n−1∑
r=0

arα
rβj

qui est une combinaison linéaire à coe�cients rationnels des γ1, · · · , γp. Il existe donc une matrice
A dans Mp (Q) telle que αV = AV.
De manière analogue, on voit qu'il existe une matrice B dans Mp (Q) telle que βV = BV.

(b) On a 1 ∈ A, de manière évidente.
Pour α, β dans A, on a avec les notations précédentes, (A−B)V = (α− β)V avec V non nul dans
Rp, ce qui signi�e que α − β est une valeur propre de la matrice A − B, c'est donc une racine
du polynôme caractéristique χA−B qui est dans Q [X] puisque A − B est une matrice à coe�cients
rationnels. Il en résulte que α− β est algébrique. De même avec (AB)V = (αβ)V on déduit que αβ
est algébrique.
En conclusion A est un sous-anneau de R.

2. β = 3
√
2+ 3

√
5 = α1+α2 avec α1 = 3

√
2 annulé par P1 (X) = X3−2 et α2 = 3

√
5 annulé par P2 (X) = X3−5.

Avec les notations précédentes, on a :

V = t
(
1, α2, α

2
2, α1, α1α2, α1α

2
2, α

2
1, α

2
1α2, α

2
1α

2
2

)
= t (γi)1≤i≤9
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α1V = t
(
α1, α1α2, α1α

2
2, α

2
1, α

2
1α2, α

2
1α

2
2, 2, 2α2, 2α

2
2

)
= t (γ4, γ5, γ6, γ7, γ8, γ9, 2γ1, 2γ2, 2γ3)

α2V = t
(
α2, α

2
2, 5, α1α2, α1α

2
2, 5α1, α

2
1α2, α

2
1α

2
2, 5α

2
1

)
= t (γ2, γ3, 5γ1, γ5, γ6, 5γ4, γ8, γ9, 5γ7)

donc :

βV = t (γ2 + γ4, γ3 + γ5, 5γ1 + γ6, γ5 + γ7, γ6 + γ8, 5γ4 + γ9, γ8 + 2γ1, γ9 + 2γ2, 5γ7 + 2γ3)

soit βV = AV avec :

A =



0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0
5 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 5 0 0 0 0 1
2 0 0 0 0 0 0 1 0
0 2 0 0 0 0 0 0 1
0 0 2 0 0 0 5 0 0


Le polynôme caractéristique est :

P (X) = X9 − 21X6 − 123X3 − 343

= X3
(
X3
(
X3 − 21

)
− 123

)
− 343

et il annule β, ce que l'on véri�e avec Maple.


