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~ Résumé.

Ces notes ne prétendent pas se substituer a un cours d’algebre linéaire sur la
réduction des endomorphismes ni a une présentation exhaustive de la décom-
position de Dunford.

On se limitera au cas ou le corps de base est R ou C, et ’objectif de cette présen-
tation est de faire un état des lieux sur les diverses méthodes de décomposition
de Dunford.

Lorsque les valeurs propres sont connues avec leurs valeurs exactes, une décom-
position en éléments simples de I'inverse d’un polyndéme annulateur nous fournit
les projecteurs spectraux et a fortiori la décomposition attendue.

Le cas le plus délicat se présente dés que le spectre de I’endomorphisme n’est
pas a notre disposition ce qui est une situation courante lorsque la dimension
de ’espace vectoriel est supérieure a 4.

La méthode de Newton-Raphson vient alors a la rescousse pour nous fournir
un algorithme assez rapide qui donne la matrice diagonalisable et par la suite
la composante nilpotente.

Certes, cette méthode trés en vogue est assez efficace quelque soit la taille de
la matrice étudiée, mais elle nous laisse sur notre faim. En effet, on sait que les
composantes de Dunford sont des polyndémes en la matrice et on souhaiterait
connaltre leurs polyndmes générateurs respectifs.

La bonne nouvelle, c’est qu'une méthode effective utilisant le lemme chinois
existe et elle a été introduite par Chevalley dans les années cinquantes du siecle
dernier.

Je mettrai accent sur cette méthode qui a été évoquée dans un article de
Danielle Couty, Jean Esterle et Rachid Zarouf, en détaillant la preuve de I’al-
gorithme dans le cas ou le polynéme caractéristique est scindé sur le corps de
base, puis je détaillerai le cas réel qui est une situation plus subtile nécissitant
une étude plus poussée.

Un rappel sur les endomorphismes semi-simples a été introduit afin de justifier
I'importance de la recherche d’une méthode effective permettant de tester la
diagonalisabilité dans M, (R) lorsqu’on ne dispose pas des valeurs propres de
I’endomorphisme étudié. Pour y parvenir j’ai proposé les suites de Sturm comme
outil de vérification de diagonalisabilité dans R.

Enfin, je tiens a remercier Yves Saladin, mon ancien formateur a l'agrégation,
pour ses précieuses remarques et suggestions . Elles ont été a la fois rigoureuses
et pertinentes me permettant a apporter des améliorations dans la forme et
surtout dans le fond.
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1 RESULTATS PRELIMINAIRES

1 Résultats préliminaires

K désigne le corps R ou C et E un espace vectoriel sur K de dimension n € N*.
Pour tout u € L(F), on note x,, le polynéme caractéristique de u , y,, son polyndéme
minimal et K[u] = {P(u); P € K[X]} qui est une algebre commutative.

1.1 Lemme des noyaux et ses conséquences

1.1.1 Lemme des noyaux

,—[Théoréme (Décomposition des noyaux).] N

Soit u € L(E) et P = P;...P; € K[X] tel que P, ..., P, soient premiers entre
eux deux a deux.

k
Alors : ker P(u) = @ ker P;(u).
i=1

Preuve : On procede par récurrence sur k € N et k > 2.

Initialisation : Soit P = P; P, € K[X] tel que Py A P, = 1. D’apres le théoreme de
Bezout, il existe U,V € K[X] tels que UP; + VP, = 1.

On a alors pour tout x € E :

= Uu) o Pi(w)(x) + V(u) o Py(u)(x)

Soit x € ker P;(u) N ker Py(u). On obtient dans ce cas :

u(u) o Pi(u)(z) = V(u) o Py(u)(z) =0 et donc x = 0.

On a alors ker P; (u) Nker Py(u) = {0}.

Or si z € ker P(u), avec x = U(u) o P1(u)(z) + V(u) o Py(u)(x),

on voit que Py(w)[U7(w) o Py (u) ()] = 0 et Py(u)[V/(u) o Pa(u)(z)] =
On a alors, x = x1 + x2 avec x; € ker Py(u) et xg € ker Py (u).

Donc ker P(u) = ker P (u) @ ker Pa(u).

Hérédité : Supposons la propriété vraie jusqu’'au rang k et montrons qu’elle I'est
encore au rang k + 1.
Soit alors Py, -+, Py, Pry1 € K[X] premiers entre eux deux a deux.
Soit P = Py --- PyPx11. Puisque P --- Py et Pr1q sont premiers entre eux, d’apres
'intialisation on a ker P(u) = ker(P; - - - P)(u) @ ker Pyy1(u).
k

D’apres 'hypothese de récurrence ker(Py - - - Py)(u) = @ ker P;.
i=1

k+1
Donc ker P(u) = @ ker P;(u). B
i=1
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1.1.2 Décomposition de I’espace en somme de sous-espaces caractéristiques

[Proposition (Décomposition spectrale) ]

Si un élément P de K[X] est un polynéme annulateur d’un élément u de L(E)
T

tel que : P(X) = [T (X — \)%,
=1

1=

avec pour tout 1 <4,5 <r, \; e K, oy > 1 et \; # \; pour 7 # j.
T

Alors E = @ ker(u — Aid)“:.
i=1

Preuve : C’est une conséquence immédiate du théoreme précédent. En effet, si P est
un polynoéme annulateur de u, alors ker P(u) = E. B

1.1.3 Critére de diagonalisabilité

Théoréme.

u € L(FE) est diagonalisable si et seulement s’il existe un polynéme annulateur
de u scindé a racines simples sur K.

Preuve : Condition nécessaire :

'
u est diagonalisable donc E = @ E), ou les E), sont les sous-espaces propres de u.
i=1
,

Soit P(X) = T (X — \), les (X — )\;) sont premiers entre eux deux & deux, donc
i=1

ker P(u) = @ ker(u — A;id).
i=1
On obtient alors ker P(u) = E et donc P(u) = 0.

Condition suffisante :
Supposons qu'il existe P = a(X — A1) - - - (X —\p) scindé a racines simples qui annule

p
u. Dans ce cas ker P(u) = @ (u — Ajid).
i=1

p
Or ker P(u) = E, donc E = @ (u — Ajid).
i=1
Soit alors J = {1 < i < p;ker(u — \;) # {0}}. Si i € J alors \; est valeur propre de
u et on a alors E = @ (u — A\;jid) ce qui signifie que u est diagonalisable. B
icJ
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1.1.4 Restriction aux sous-espaces stables

Soit u € L(FE) diagonalisable et F' un sous-espace vectoriel de E stable par wu,
alors up est diagonalisable.

Preuve : Si u est diagonalisable alors il existe P € K[X] scindé a racines simples tel
que P(u) =0.Or F C E et u(F) C F, donc P(u|r) = 0. u|r est alors diagonalisable. H

1.2 Théoréme de Cayley-Hamilton

1.2.1 Sous-espace cyclique et matrice compagnon

Proposition.

Soit P(X) = (1) (X" 4+ an—1 X"+ ...+ a1 X + ag) .

0 ... 0 —ap
1 ... —aq
Soit A=| 0 ... . € M, (K)
...... 0 —Qp—9

0 .0 1 —ap_
appelée matrice compagnon de P.

Alors on a : y4(X) = P(X).

Preuve : Par récurrence sur n > 1.

Initialisation :

Soit A = (—ayg). Dans ce cas xa(X) = —ag— X et P(X) = (-1)(X +ag) = —ap— X.
Donc x4(X) = P(X) et la propriété est alors vraie pour n = 1.

Hérédité :

Supposons la propriété vraie jusqu’a l'ordre n et démontrons qu’elle est alors vraie
a l'ordre n + 1.

0 ... 0 —ag
1 ... . —aq
Soit alors A= | 0 .. . . € Mp11(K)
...... 0 —Qnp—1
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Onaxa(X)=det(A—XI41)=| 0 ... . :

C e -X —Ap—1
0o .0 1 —-X-—a,

En développant par rapport a la premiere ligne on obtient :

-X .. 0 —a 1 =X 0 . 0
1 ... . —a9 0o 1 -X 0 . O
xa(X)==-X|0 ... — (=1)"*"2aq
...... X —Qan—-1 0 1 —-X
0 0 1 —-X-—-ay 0 1

Xa(X) = =X[(=D)™(X" + an X"+ + asX +ar)] + (—1)"ag
xa(X) = (=D X 4, X7+ -+ ae X+ a1 X + ag)
La propriété est alors vraie a 'ordre n + 1. l

1.2.2 Théoreme de Cayley-Hamilton

Théoréme (Cayley-Hamilton). ]

Pour tout u € L(E) xu(u) = 0.

Preuve : Soit x € E, (z,u(z), - ,u"(x)) est une famille qui contient n + 1 éléments.
Or dim F = n, donc cette famille est liée.

Soit p le plus petit entier tel que (x,u(x), - ,uP(x)) soit liée.

Dans ce cas, (z,u(z), -+ ,uP~1(z)) est libre et il existe ap,ay, - ,a,-1 € K tels que

uP(z) + ap_1uP~L(z) + -+ + agxr = 0.
On compléte la famille libre en une base de E et on écrit la matrice de M de u dans
cette base. On obtient alors :

0 ... 0 —ag
1 ... . —aq
M= (#) € My(K) avec A= | 0 .. o emm).
0B
e 0 —Qp—2

On a xp(X) = det(M — X1,,) = det(A — X1p)det(B — XIp—p) = xa(X)xB(X).

0
Or x4(X) = P(X) avec P(X) = XP+ Y a,XF* et donc ya(A4)(z) =0
k=p—1
Ceci étant vrai pour tout z € E, donc xp(M)=0. R
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Corollaire.

Si A € GL,(K) alors A~ € K[4]

n—1
Preuve : x4(X) = (—1)"X" + Y apX*. D’aprés le théoreme de Cayley-Hamilton
k=0
xa(A) =0, c’est a dire :
(—D)"A" + -+ @A+ apl, = 0 — (—1)"A"+ -+ A = —apl, <~
AL ((-1)"A" + -+ a1 A) = —apA™L.
Or A est inversible et detA = ag, donc ag # 0.

—1
On a alors A~! = ?A—l (—D)"A™ +--- + a1 A) .
0
~1

Donc A=l = — ((—1)”%1”_1 + e alln) qui est un polynéme en A . B
ao

1.3 Le lemme chinois

Rappelons que K[X] est un anneau principal puisque K est un corps. De cette pro-
priété tout idéal I de K[X] est principal et donc I = (P) pour un certain P € K[X] et
dans ce cas K[X]/I serait un anneau.

1.3.1 Lemme chinois

,—[Théoréme (Chinois).] \

Soit k € N et k > 2. Soient P, - , P, des éléments de K[X] premiers entre eux
deux a deux. Alors :

K[X]/(P1--- P) 2 K[X]/(P1) x - - x K[X]/(P)

Preuve : Pour démontrer le théoreme ci-dessus je propose deux preuves qui sont
toutes les deux instructives car elles peuvent étre exploitées dans d’autres démonstra-
tions utilisant les mémes propriétés intrinseques.

Premieére méthode :
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,—[Principe de la méthode.} \

Soient deux anneaux A et B. Soit I un idéal de A.

Pour démontrer que A/I ~ B, il suffit de construire un morphisme surjectif
p:A— B tel que I = ker .

Dans ce cas A/ ker ¢ ~ Im ¢, ce qui est équivalent & A/l ~ B.

Démontrons alors la propriété par récurrence sur k € N et k > 2.

Initialisation : Soient P et P, deux éléments de K[X] premiers entre eux. Il existe
alors, d’apres Bezout, U,V € K[X] tels que UP; + VP = 1.
KIX] > K[X)/(P) x K[X]/(P)

P — (P (modulo Py), P (modulo Py))

On a ker ¢ = {P € K[X] tel que P1|P et P,|P}. Or P; et P, sont premiers entre eux
donc ker ¢ = {P € K[X] tel que P, P|P} = (P P,).

On obtient donc K[X]/ker ¢ ~ Im ¢. Soit alors K[X]/(P1P2) ~ Im ¢

Montrons a présent que ¢ est surjective.

Pour cela, on considere (Q, R) € K[X]/(P1) x K[X]/(P) et on considére P € K[X]
avec P =URP, + VQP;.

Or UP; = 1 (modulo P2) et VP, = 1 (modulo P;), donc P = Q (modulo Py) et
P = R (modulo P). On a alors p(P) = (Q, R) et donc ¢ est surjective avec

Ime = K[X]/(P1) x K[X]/(P).

Finalement on a : K[X]|/(PP) ~ K[X]/(P1) x K[X]/(P2).

Soit alors le morphisme d’anneaux ¢ :

Hérédité :

Soient k € N et k > 2 et soient Py, -, Py, P11 € K[X] premiers entre eux deux &
deux.

Supposons aue K[X]/(Py - - Py) = K[X]/(Py) x -+ x K[X]/(P).

Puisque (P; - - - Px) et P41 sont premiers entre eux, d’apres 'initialisation on obtient
K[X]/(Pr - Peyr) = K[X]/(Py- - Pe) x K[X]/(Pry1)-

Avec ’hypothese de récurrence on obtient

KIX]/(Py - PiPryr) = K[X]/(P1) x - - < K[X]/(Pg) x K[X]/(Peya)

Deuxiéme méthode :
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,—[Principe de la méthode.}

Cette méthode nous permettra de résoudre des systémes de congruences dans
K[X] et sera reprise dans la preuve de la décomposition de Dunford, d’ou son
intérét.

Cette fois-ci, on passe par une méthode directe en démontrant que :

" { KIX)/(P--P) = KIX]/(P)x - xK[X]/(Py)

P (modulo Py ---P;) + (P (modulo Py),---, P (modulo Py))
est un isomorphisme.

k
En effet, on définit Q; = ]
=Ly
premiers entre eux dans ’ensemble.
Par le théoréme de Bezout, il existe Uy, - - - , Uy, € K[X] tels que U1 Q1+ - -+ UrQr = 1.
Pour tout (Ry,---,Rk) € K[X]/(P1) x -+ x K[X]/(Pg), on considére

Pj pour 1 < i < k, et dans ce cas les @; seront

P=UQiR1 + -+ UrQrRy

qui vérifie bien P = R; (modulo P;) pour 1 <i < k.
Donc ¢(P) = (Ry, -+, Ry) et ¢ est alors surjective.
Puis ker o = {P € K[X]/(P1 - -- Px) tel que P;|P pour tout 1 <i < k}.
Puisque les P; sont premiers entre eux deux a deux, alors :
kerp ={P € K[X]|/(Py--- Pg) tel que Py --- P|P} = {0}.
Donc ¢ est injective et donc ¢ est un isomorphisme. H

1.3.2 Systeme de congruences

Soit k € N et k > 2. Soient P - - - Py, des éléments de K[X]| premiers entre eux
deux & deux. Alors le systéme :

P= @1 (modulo Pp)

S Q2 (modulo Py)

P= Qp (modulo Py)

admet une solution unique (modulo Pj--- Py).

Preuve : L’unicité de la solution provient de I'isomorphisme ¢ construit dans la preuve

précédente. La solution du systeme de congruences est obtenue par la méthode qui a été
utilisée pour démontrer la surjectivité de ¢. B

10
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1.4 Suite de Sturm
1.4.1 Théoréme de Sturm

,—[Théoréme (de Sturm) ] \

Soit P € R[X]. On consideére la suite(S;)1<i<p+1 définie par Sy = P, S1 = P’ et
pour i > 1, S;41 est 'opposé du reste de la division euclidienne de S;_1 par S;.
C’est a dire deg S;11 < deg S; et il existe Q; tel que S;—1 = @;5; — Si+1. On
suppose Sp+1 = 0 et donc S, = P A P’. Pour z € R,

on note V(x) =card{(4,j),0 < 4,5 < p, Si(x)S;(z) <0 et Vk €[i, j], Sk(x) = 0}
qui est le nombre de changement de signes de la suite So(z),-- -, Sp(x).

Soient a < b € R, non racines de P. Alors le nombre de racines dans 'intervalle
[a, b] est égal & V(a) — V(b).

Preuve : Remarquons avant de commencer la démonstration que S;11 est 'opposé du
reste de la division euclidienne de S;_1 par S;.

Ces divisions euclidiennes successives sont possibles tant que .5; n’est pas nul. Donc
la suite Sp, - -+, Sp, Sp+1 est au signe pres la suite des restes obtenus en calculant le pged
de P et P’ par 'algorithme d’Euclide.

On alors pour 0 < i < p , pged(S;, Si+1) = Sp.

Premieéere étape :

On se rameéne & un polynéme n’ayant que des racines simples en posant pour

Si
OSiSP;T¢=§-

Alors, pour tout 6 <i<p,T; ANT;y1 =1 et dans ce cas T; et T;11 n’ont pas de
racines communes et 75, = 1.

Les racines de Ty sont celles de P et elles sont toutes simples pour Tp. En effet, si
a est racine de P d’ordre m, alors a est racine de P’ d’ordre m — 1 et dans ce cas
(X — a)™~! est en facteur dans S,.

Si Sp(xz) # 0, V(x) est aussi le nombre de changement de signe dans la suite
To(x), -+ ,Tp(x), qu'on note Vi(x).

Donc V(a) — V(b) = Vi(a) — Vi (D).

Deuxiéme étape :

Montrons que Vi(a) — Vi (b) est égal au nombre de racines de P ( ou de 1) sur [a, b].
Pour y parvenir, on distingue trois cas possibles.

Premier cas :

11
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Soit I C [a,b] tel que : Vo € I,Vi €]0,p], Ti(z) #0
Alors pour tout € I, Vi(x) est constante car les T; sont des polynémes qui ne
s’annulent pas sur I et donc par continuité sont de signe constant.

Deuxiéme cas :

Soit o une racine de P. Alors P?(a) = 0 et P?(x) > 0 pour tout = € [a, b].

Donc la fonction P? admet un minimum en a, elle est décroissante sur [a,a] et
croissante sur [, b].

Donc (P?)" = 2PP’ est négative sur [a, a] et puis positive sur [a, b].

Soit alors h # 0 tel que Ja—|h|, a+|h|[C]a, b]. Dans ce cas, le signe de P(a+h)P’'(a+h)
est celui de h car (Sp(a+ h))? > 0si P(a+ h) # 0.

Donc apres la traversée de «, il y a un changement de signe de moins entre les termes
d’indice O et 1.

Troisiéme cas :
soit a une racine de T; avec i > 1. On a i < p car Sy(a) # 0 puisque Tp(«x) # 0.

De Sifl = QzSz — Si+1, on déduit T%fl = QZTl — Tz;l puis Tz;l(a) = — i+1(04)-

Or a n’est pas racine de T;_; ni de Tj41, sinon on aurait Tp(a) = 0. Donc
T;—1(a)Ti+1 () < 0 et par continuité dans un voisinage de «,T;_1(x)T;41(z) < 0.

Donc le nombre de changements de signe entre T;_; et T;11 ne change pas et il est
toujours égal a 1 pour n’importe quel signe de T;(x) sur ce méme voisinage.

Finalement dans les trois cas possibles qu’on vient d’étudier on a V(a) — V(b) =
nombre de racines de P. B

1.4.2 Bornes de Cauchy

Soit P € C[X] avec P = ag + a1 X + - -- + ax X" tel que ay, # 0.
Alors, si a € C est une racine de P, on a :

o <1+ sup a4
1<i<k—1 |ak|
Preuve : Soit P € C[X]
P(X
Soit @ € C[X] tel que Q(X) = C(L )
k
Soit bi = ai et B= sup (b;).
|a| 1<i<k—1

Le polyndéme () est unitaire, a les mémes racines que P et vérifie :

12
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k—1
-1
Pour tout = € C et || # 1 : |Q(x)| > |2/F — B(Jz|F~ 4+ 4+ 1) = || —B’%"1
x| —
kB
Si|e|>1+B,onal> et |z|F > il ,
|z =1 |z —1
d’ot Fe(|zff - 1)) = 0.
01 Q)| > T (el = (ol = 1) = 1 >

Donc z ne peut pas étre racine de Q. Par suite si « est racine de P alors || < 1+ B.

suite_sturm (Pa,b) :=

{ local S0,51,52,T0,T1,T2,G,seqa,seqb,suba,subb,n,m,k,j,Vab ;
G :=gcd(P,diff(P,x)) ;

S0 :=P;

T0 :=P/G;

seqa :=[subs(T0,x=a)];

seqb :=[subs(T0,x=b)];

S1 :=diff(P,x);

T1 :=S1/G;

suba :=subs(T1,x=a);

subb :=subs(T1,x=b);

if (suba<>0) seqa :=append(seqa,suba);;
if (subb<>0) seqb :=append(seqb,subb) ;;

while(S1<>0){
) 82 ;:_rem(SO Sl) 3
9 : ’ ’
L’algorithme avec Xcas : T2 :=S2/G;

suba :=subs(T2,x=a);

subb :=subs(T2,x=b);

if (suba<>0) seqa :=append(seqa,suba) ;;

if (subb<>0) seqb :=append(seqb,subb) ;;

S0 :=S1;

S1:=52;

b

n:=0;

m :=0;

for (k :=0;k<(size(seqa)-1) ;k++) if ((seqa[k]*seqa[k+1])<0) n :=n+1;;;
for (j :=0;j<(size(seqb)-1) ;j++) if ((segb[j]*seqb[j+1])<0) m :=m+1;;;

Vab :=n-m;
return(Vab) ;
}

13



2 DECOMPOSITION DE DUNFORD

2 Décomposition de Dunford

2.1 Codiagonalisation

Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de £(FE) qui commutent.
Alors il existe une base commune de diagonalisation.

Preuve : Supposons que u et v sont deux endomorphismes diagonalisables de L£(E)
qui commutent.

Montrons d’abord que tout sous-espace propre de u est stable par v.

En effet, soit Ey un sous-espace propre de u et soit x € F).

u(v(z)) = v(u(z)) = v(Ax) = Av(z). Donc v(z) € E).

Maintenant, considérons Ay, - - - , \;, les valeurs propres de u et Ey,,--- , E), les sous-
espaces propres associés.

Pour tout 1 < ¢ < k, E), est stable par v et la restriction de v a E), induit un
endomorphisme diagonalisable de E},.

Il existe donc une base B; de E), de vecteurs propres de v et aussi de u puisque
u|EAZ- = )‘iIdEAi'

k
On sait que £ = @ E), et donc B = (By,- -, By) est une base de diagonalisation
i=1

commune de v et v. B

Corollaire.

Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de £(F) qui commutent.
Alors u + v est diagonalisable.

Preuve : Siu et v deux endomorphismes diagonalisables de £L(E) qui commutent alors
il existe une base B de veteurs propres communs & u et v. La base B est aussi une base
de vecteurs propres de v + v. Donc u + v est aussi digonalisable. B

2.2 Somme de nilpotents qui commutent

Soient n et n’ deux endomorphismes nilpotents de £(E) qui commutent. Alors
n +n’ est nilpotent.

14



2.3 Diagonalisable et nilpotent 2 DECOMPOSITION DE DUNFORD

Preuve : Soient n et n’ deux endomorphisme nilpotents qui commutent. Soient alors
r et 7’ les indices de nilpotence respectifs de n et n’.

nr+r’ & ko ir+r'—k
(n+n') = Y nfn .

Sik <ralorsr+1 —k > et dans ce cas "t~k = (.
Si k > r alors n*f = 0.
dans tous les cas on a toujours : (n +n/)"+" =0. W

~— Corollaire. \

Soit r € N et r > 2. Soient ny,---,n, des endomorphismes nilpotents qui
T

commutent deux a deux. Alors Y ny est nilpotent.
k=1

Preuve : Par récurrence sur r € N et r > 2.

Pour r = 2, si n; et ng sont nilpotents qui commutent, alors ny 4+ no est nilpotent
d’apres la proposition précédente.

Supposons que la propriété reste vraie au rang 7.

Soient ny,--- ,ny, ny41 des endomorphismes nilpotents qui commutent deux a deux.
D’apres I’hypothese de récurrence , n = nj + - - - + n, est nilpotent.

De plus n et n,41 sont aussi nilpotents qui commutent, d’apres 'initialisation n+mn,41
est nilpotent. l

2.3 Diagonalisable et nilpotent

Proposition.

Soit u un endomorphismes diagonalisable de £(E). Si u est nilpotent alors u = 0.

Preuve : Soit v un endomorphisme diagonalisable et nilpotent. Soit r I'indice de nil-
potence de u.

Donc py,(X) = X". Or u est diagonalisable et donc g, est scindé & racines simples,
c’est a dire que r = 1. Dans ce cas (X ) = X. Puisque g, (u) =0, alors v = 0. B

15



2.4 Théoréme de Dunford-Schwarz 2 DECOMPOSITION DE DUNFORD

2.4 Théoréme de Dunford-Schwarz

,—[Théoréme (Dunford—Schwarz).] \

Soient u un endomorphisme de £(E) qui admet un polynéme caractéristique
scindé sur K. Alors il existe un unique couple (d,n) € £L(F)? vérifiant :

1) u = d + n avec d diagonalisable sur K et n nilpotent.

2) dn = nd.

3) d,n € K[u].

Preuve : Premiere étape :
T
Supposons que x,(X) = [T (X — X)) avec A\; # \j pour i # j et a; > 1.
i=1
Par le théoréeme de Cayley-Hamilton Xu( ) = 0 et donc d’apres le théoréme de

décomposition des noyaux : ker x,(u) = E = ED ker(u — Ajid)*:.
On note N; = ker(u — \;jid)® et P; = (X )\ i)

Soit Q; = [] P,les @Q; sont alors premiers entre eux dans leur ensemble et d’apres
k=1,k+#i
le théoréme de Bezout, il existe Uy, --- , U, € K[X] tels que U1Q1 + -+ + U, Q, = 1.
On a alors U1Q1(u) + -+ + UQ,(u) = id et pour tout € F on a

T = Z Ui(u) o Qi(u)(x).

Notons m = Us(u) 0 Qi(u)(u). Pour i # j, m o mj = (U;Uj)(u) o (QiQJ)(u).
Or x, divise Q;Q; et xu(u) = 0. Donc pour i #j ,mom; =0.
Dautrepartm—mozd—moZﬂj Zmow]

7j=1 7j=1
Donc m; = m; o m; et dans ce cas 7; est un projecteur de K[u]

Soit = € Imm;. Il existe alors y € E tel que x = m;(y) = U;(u) o Q;(u)(y).

Dans ce cas P;(u)(z) = U;(u) o (P;Q;)(uw)(y) = Ui(u) o xu(u)(y) = 0 (car P,Q; = Xu
et Xu(u) = 0).

On a alors Imm; C N;.

Soit z € N;. Onsait que z = Y Uj(u)oQ;(u)(x) et donc x = U;(u)oQ;(u)(x) = m;(z).
i=1
Alors z € Imm; et on a dans ce cas Imm; = N;.

Soit « € N; pour j # i, m;(x) = Ui(u) o Qi(u)(x) = 0. Donc é N; C kerm;.

=L
T T
Puissiz € kerm;, x = Y mi(z) = Y mj(x).
=1 =1
T T
Doncxz € & N,etonaalorskerm = @ Nj.
J=1j#i J=1j#i
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2.4 Théoréme de Dunford-Schwarz 2 DECOMPOSITION DE DUNFORD

— Retenons!!. N

Pour 1 < i < r, m; est appelé projecteur spectral associé a la valeur propre \;
et vérifie les propriétés suivantes :
.
— m; est un projecteur sur N; parallelement & @ N;.
=1
— m; est un polynéme en u, c’est a dire que m; € K[u].

Deuxieme étape :

On pose d = Y \im; € Klu].
i=1

T T
Or E = @ ker(u — \jid)* = @ N;.
i=1 i=1
Montrons alors que dans ce cas NV; est un sous-espace propre de d.
T
En effet pour z € Ny, d(z) = X \jmj(z) = AMimi(z) = Nz
j=1

Donc F est somme directe des sous-espaces propres de d. d est alors diagonalisable.
T T
Posonsn=u—d. Onadanscecasn =wuoid—d=wuo (Z 7TZ‘) — > T
i=1 i=1

On a alors n = i (u — \jid) o ;.

i=1
Soit ¢ = sup «;. On a alors :
1<i<r
,
n? = > (u— N\jid)?om; =0, car y, divise (X — \;)U;Q;.
i=1

Donc 7 est un élément de K[u] qui est nilpotent. Puisque d € K[u], on a dn = nd.

— Retenons!!. N

,

—d= Y \m € Klu] et d est diagonalisable.
i=1

— n=u—d € Klu] et n est nilpotent.

— d et n commutent.

Troisieme étape :

Montrons 'unicité de la décomposition u = d + n.

Supposons alors qu'il existe un couple (d’,n’) € K[u)? vérifiant u = d’ + n'.

On aura dans ce cas d+n =d +n', c’est adired —d =n' —n.

Or d et d' sont diagonalisables qui commutent et donc ils sont diagonalisables dans
une base commune B. B est alors une base de diagonalisation de d — d’.

Puis n et n’ sont nilpotents qui commutent et donc n’ — n est aussi nilpotent.

Or un endomorphisme qui est a la fois diagonalisable et nilpotent est obligatoirement
nul, doncd —d =n' —n=0.
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2.5 Exemple de décomposition 2 DECOMPOSITION DE DUNFORD

Onadoncd=d etn=n".1

Corollaire.

Si E est C-espace vectoriel de dimension n € N*, alors tout endomorphisme de
L(E) admet une décomposition de Dunford.

Preuve : En effet, C[X] est algébriquement clos, donc tout polynéme de C[X] est
scindé. En particulier, tout polynéme annulateur de u € L(E) est scindé.
D’ou le résultat d’apres le théoreme de Dunford-Schwarz. B

— Remarque. \

Le théoreme de Dunford-Schwarz reste valable dans le cas ol v admet un po-
lynéme annulateur scindé a racines simples. En particulier on peut énoncer le
théoréme avec le polynéme minimal de w, puisque p, divise x, et p, et x, ont
les mémes racines dans K.

2.5 Exemple de décomposition

La décomposition de Dunford par le calcul des projecteurs spectraux n’est réalisable
dans la pratique que lorsqu’on connait les valeurs propres. Pour y parvenir, on décompose

— ou P est un polynéme annulateur de u en éléments simples.

T
Soit P = xy = [[ (X — X\)® qui est annulateur de u .
i=1

i B r oy Ca ) r a; az‘,k(X _ )\i)ai_k>
Xu ; (,; (X — )\i)k> ; <kz::1 (X — N\g)wi '
r U

a; 1
On pose U; = a; 1(X — X\)¥* et on obtient — = —_.
' kzzzl i{ % Xu ; (X = Ay

' T
Puis en multilpliant par x,, onobtient : 1 = 3~ U;Q; = Y- Pi,ou @Q; = [] (X —X;)%.
i=1 i=1 i#j

Dans ce cas chaque projecteur spectral est m; = P;(u).

0 8 —4 8 -—-16 10
-8 14 -2 8 —-18 8
-6 11 0 11 -—-25 13

2 7 -8 15 —-21 17

2 1 -2 3 -3 5

0O 0 0 O 0 4

xa(z) = 25 — 302° + 368z — 236823 + 844822 — 15872x + 12288

Pour cela, prenons un exemple. Soit A =

18



2.6 Une utlisation de la densité... 2 DECOMPOSITION DE DUNFORD

1 1 1 1 3 7 15

i 512w —8) 32w —6) Rw—4) " 32@—47 128 —4)2 @ 512(z —4)

P XA _ 2 — 222% + 19223 — 83222 + 17922 — 1536
512(x — 8) 512
P, — XA _ —25 + 242% — 22423 + 102422 — 2304z + 2048
—32(x — 6) 32
3 7 15
Py =xalgn =5 * s oar T s
Py — 72t — 14223 + 103222 — 3232z + 3840

128
Enfin D =8P (A) + 6P(A) + 4P3(A) , ce qui donne :

-12 20 -10 14 -16 16 12 -12 6 -6 0 -6
-20 26 -8 14 —-18 14 12 -12 6 -6 0 -6
D -26 31 —-10 21 —-25 23 ot N — 20 -20 10 =10 0 -10
—-18 27 —-18 25 21 27 20 -20 10 —-10 0 -10
-6 9 -6 7 -3 9 8 -8 4 —4 0 -4
0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 O

2.6 Une utlisation de la densité...

Maintenant qu’on sait que toute matrice M de M, (C) admet une décomposition
unique D + N avec D diagonalisable et N nilpotente, on peut définir I’application

o My (C) — Dy(C)

' M — D

ot D, (C) est 'ensemble des matrices diagonalisables sur C.

 est-elle continue ? Pour répondre a cette question on rappelle tout d’abord quelques
propriétés :

— Toutes les normes sur M,,(C) sont équivalentes

— Toute matrice de M,,(C) est trigonalisable

— D, (C) est dense dans M,,(C)

Pour n > 2, ¢ n’est pas continue.
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3 METHODES EFFECTIVES

Preuve : Soit D € D,,(C), alors (D) = D. Donc ¢ est Iidentité sur D, (C).

Si ¢ était continue, par densité ¢ serait aussi I'identité sur M, (C).

Or une matrice N nilpotente non nulle n’est pas diagonalisable et ¢(N) = N qui
serait diagonalisable. Ceci est impossible, donc ¢ n’est pas continue. B

3 Meéthodes effectives

3.1 Meéthode de Newton-Raphson

On se place dans le cas ou K = C et on considere E un K-espace vectoriel de
dimension n € N*.
Donc pour tout u € L(E) , son polynéme caractéristique x, est scindé, d’apres le
théoréeme de Dunford u = d + n ou d est diagonalisable sur C.
1
On a vu que lorsque le spectre de u est connu, une décomposition de — en éléments

Xu
simples permet de trouver d et n.

Cependant, lorsqu’on n’est pas en mesure de trouver les valeurs exactes des racines de
Xu, la situation devient plus difficile puisque I’écriture de d = > \;m; n’est plus possible.

(]
L’idée est de proposer un bon candidat d qui sera annulé par un polynéme dans C[X]

scindé a racines simples puisque d est diagonalisable.
T

Soit alors xu(X) = [ (X — A;)*, par I'algorithme d’Euclide étendu on est capable

=1
.
de calculer le polynome scindé a racines simples P(X) = [] (X — \).
i=1
En effet, P = />\< -, et dans ce cas on cherche une solution d vérifiant 1’équation
X/AX
P(d) =0.

L’idée est de reprendre la méthode de résolution des équations numériques avec
la méthode de Newton et de I'adapter a notre situation. On obtient alors une suite
stationnaire vers un endomorphisme diagonalisable d.

Pour vérifier que d correspond a la composante diagonalisable de Dunford il suffit de
vérifier que u — d est nilpotent et par le théoreme de Dunford 'unicité est garantie.

Finalement on arrive a obtenir une méthode effective pour effectuer la décomposition
de Dunford en se passant des valeurs propres. De plus cette méthode effective nous fournit
un algorithme programmable permettant d’obtenir la décomposition souhaitée.

Si U, N € M, (K) tels que U soit inversible et N nilpotente qui commutent,
alors U — N est inversible.

Preuve : Supposons que N est nilpotente d’indice g € N*.
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3.1 Méthode de Newton-Raphson 3 METHODES EFFECTIVES

q—1 q—1 q—1
Ona (I, —N) Y, Nk =3 Nk — S Nk = NO_ N9 =,
k=0 k=0 k=0
OrU—N:(In—NUfl)Uet NU =UN.

On a alors NU™! = U7IN et dans ce cas (NU1)? = NIU 9 = (.

q—1
On en déduit que <Z (NU_I)k> (I, -NU YU =U.
k=0
q—1
Donc | . NFU*1| (U~ N) = I,.
k=0

Finalement U — N est inversible. B

p
Soit A € M,,(K) une matrice de polynéme caractéristique x4 = [] (X — A\;)*.
i=1
p
On pose P = [[(X — \;). Alors on a :
i=1
yp=_—2X4
XA N Xy

2) P'(A) est inversible.
3) P'(A)~! est un polynome en A.

Preuve : 1) Les racines de x4 sont les \; de multiplicité «;, donc les racines de x4
sont les A; de multiplicité a; — 1.

P
Donc x4 A Xy = 11X - Ai)*
1=

XA -

On a alors o i:]'[l(X \)=P(X). 1

2) P et P’ sont premiers entre eux car ils n’ont pas de racines communes. D’apres le
théoréme de Bezout il existe U,V € K[X] tels que UP + VP’ = 1.

Donc U(A)P(A) + V(A)P'(A) = I, ce qui donne V(A)P'(A) =1, — U(A)P(A).

Or d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton x 4(A) = 0 et donc pour o = maxj<j<p @;
ona P(A)*=0.

D’autre part U(A) et P(A) sont des polynomes en A, donc commutent et on a dans
ce cas (U(A)P(A))* =0, c’est a dire que U(A)P(A) est nilpotent.

On a alors I, inversible et U(A)P(A) nilpotent qui commutent, et donc d’apres le
lemme 1, P'(A) est inversible.

3) Notons P’(A) est inversible, d’aprés le corollaire du théoréme de Cayley-Hamilton :
P'(A)~ ' eK[A. 1
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3.1 Méthode de Newton-Raphson 3 METHODES EFFECTIVES

Pour tout @ € K[X] , il existe R € K[X,Y] tel que :
RQIX+Y)=Q(X)+YQ'(X)+Y?R(X,Y)

Preuve : Il suffit de démontrer la propriété pour un mondme. Soit alors Q(X) = X*.

QX +Y)=(X+Y)F =3 <I;>X"”‘ZY1 =XFryxtle Yy (?)X’HY’.
=0 i=2

=2
On a bien Q(X +Y) = Q(X)+YQ'(X) + Y2R(X,Y). B

Donc Q(X +Y) = Xk 4+ Y (kXF 1) 4 v? (i <’;> Yi_QX’“‘Z)

,—[Théoréme ( Méthode de Newton—Raphson).} \

p p
Soit A € M, (K) avec n € N*, tel que x4 = [[ (X —=X)% et P(X) = [T (X=N\;)
i=1 i=1
avec pour tout 1 <¢,7 <r, \; € C, oy > 1et \; # \j pour 7 # j. On définit la
Ag= A

suite A,, = A1 = A — P(AR) (P (AR)) !

Alors la suite A, est bien définie et elle est stationnaire a partir d’un certain
rang vers une matrice diagonalisable D qui réalise la décomposition de Dunford
A=D+N.

Preuve : Premieére étape :

Montrons par récurrence que la suite est bien définie et qu’elle est constituée de
polynémes en A. Autrement dit, pour tout n € N, A,, est un polynéme en A , P'(A,)
est inversible et P’(A,)~! est aussi polynome en A.

Initialisation : Ay = A est bien polyndome en A. Puis d’apres le lemme 2, P/(A) est
inversible et P'(A)~! est aussi polynéme en A.

Hérédité : Supposons pour tout k < n, Aj est un polynéome en A et P'(Ax) est
inversible. Alors A,+1 est un polynéme en A par hypothese de récurrence et parce
que l'inverse d’'une matrice est un polynéme en la matrice par le théoreme de Cayley-
Hamilton(méme argument utlisé dans la preuve du 3) du lemme 2).

Reste seulement a prouver que P’'(A, 1) est inversible pour conclure la récurrence.

Par la formule de Taylor P/(A,+1) — P'(Ay) = (Any1 — An)Q(A,) pour un certain
polynome Q soit P'(A,41) = P'(A,) — P(An)P'(A,)tQ(A).

Or P'(A,) est un polynéme en A qui est inversible par hypothése de récurrence .
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3.1 Méthode de Newton-Raphson 3 METHODES EFFECTIVES

Donc P(A,)P'(A,) 'Q(A,) est un polyndéme en A, (qui est polynéme en A par
hypothese de récurrence). Alors P'(A,,) et P(A,)P'(A,) " 1Q(A,) commutent.

Deuxieme étape :

Montrons par une autre récurrence que P(A,) € P(A)?"K[A].

Initialisation : On a 2° = 1 et P(Ay) = P(A) = P(A)?’

Hérédité : En appliquant le lemme 3, il vient : P(A,11) = P(4,+Y) = Y2Q(4,,Y)
pour un certain polynome @, car P(A,) +YP'(A,) =0 par définition de YV .

Ainsi P(Apy1) = P(An)%P'(A,)72Q(An,Y) = (P(A)?")2S(A) pour un certain po-
lynéme S par hypothése de récurrence, soit P(Ay,41) € P(A)QHIK[A} ce qui conclut la
récurrence.

Revenons a la premiére récurrence :

P(An)P'(A,)7tQ(A,) est bien nilpotent puisque P(A)” = 0 pour tout r tel que
r=2" > max(a;).

Le lemme 1 montre donc que P’(A,+1) est inversible.

Troisieme étape :

Montrons que la suite converge bien vers D, la composante digonalisable de Dunford.

En effet on vient de montrer que la suite est stationnaire vers A,, des que 2™ >
max(a;). Ainsi la suite converge en un nombre fini d’étapes, et il en faut seulement
E(log(max(c;))log(2)) + 1.

De plus la limite A, =: D vérifie P(D)P'(D)~! = 0. Or P'(D)~! est inversible donc
P(D) =0, et dans ce cas D est diagonalisable car P est scindé a racines simples.

Quatrieme étape :

N:=A-D=A4—A,=(Ao— A1)+ +(A,—1— A,) est une somme de nilpotents
qui commutent (comme on 'a vu lors de 'hérédité pour la premieére récurrence) donc N
est nilpotente.

De plus N est un polynéme en A car D l’est, donc N commute avec D.

L’unicité dans la décomposition de Dunford nous permet alors de conclure.

L’alogorithme en Xcas On applique la méthode ci-dessus avec Xcas ou A la matrice
de départ et on obtient a la sortie D et N.
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3.1 Méthode de Newton-Raphson 3 METHODES EFFECTIVES

dunford__ effective (A) :=

{ local chi,P,Q,An,Ann;

chi :=pcar(Ax);

P :=simplify(chi/gcd(chi,diff(chi,x))) ;

Q :=diff(Px);

An :=A;

Ann :=An-(subs(P,x=An))/(subs(Q,x=An));
while(An<>Ann){

An :=Ann;

Ann :=An-(subs(P,x=An))/(subs(Q,x=An)) ;
Fiss

return(An,A-An);

}

Exemple : On considére la matrice
1 63 1 0 162 165 163 -1
0O 209 -2 0 210 209 208
o -8 -1 1 -8 -8 =87 1
1 =22 4 -1 =23 =20 -20 -4
1 155 4 0 153 157 155 -3
0O -111 -1 0 -110 —-112 -—-110 1
-1 —-245 -1 0 —244 —-246 —-245 1
-1 -160 -3 1 —158 —-162 -161 4

On peut voir le polynome caractéristique y4 comme étant un polynéme de C[X] qui
est scindé sur C.

Donc la méthode de Newton-Raphson s’applique sur la matrice A pour nous donner
la décomposition de Dunford A = D + N ou D est diagonalisable sur C .

On peut alors se poser la question suivante : D est-elle diagonalisable sur R ?

Je propose une méthode de vérification par les suites de Sturm dans la derniére
partie pour répondre a cette question. Revenons a notre exemple, avec Xcas on exécute
dunford-effective(A) et on obtient :

e Mg(R)
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3.2 Méthode de Chevalley

3 METHODES EFFECTIVES

3719 315275 117607 81239 1219219 471985 2927425 227905
16636 3708 33372 33372 16636 5562 33372 16636
_ 23185 240737 357343 _ 239051 379130 360811 2330431 208553
16686 3708 33372 33372 8343 5562 33372 8343
6833 75491 8389 70883 893137 338575 2108287 91001
11124 1648 14496 14496 22248 7416 44496 11124
43421 421813 1135663 451145 2223845 638927 3620027 200327
33372 14832 133488 133488 66744 22248 133488 33372
D=
7133 443321 59371 45403 1694753 659375 4070207 166171
11124 1944 14496 14496 22248 7416 44496 11124
1022 103061 64301 65155 320051 155297 968783 40370
2781 2472 22248 22248 11124 3708 22248 2781
653 _ 266801 47323 38129 320869 132163 835825 47741
1854 2472 7416 7416 3708 1236 7416 1854
_ 5765 428887 7621 101077 1597535 638045 _ 3990233 196861
11124 1944 14496 44496 22248 7416 14496 11124
12967 289129 150979 81239 1483913 445745 2512211 211219
16686 3708 33372 33372 16636 5562 33372 16636
23185 534235 290599 239051 1372900 801647 4610945 225239
16686 3708 33372 33372 8343 5562 33372 8343
_ 6833 66237 52885 26387 1042439 306617 _ 1762865 _ 79877
11124 1648 44496 14496 22248 7416 14496 11124
10049 748117 601711 _ 584633 3758957 1083887 _ 6289787 _ 333815
33372 14832 133488 133488 66744 22248 133488 33372
N =
3991 322999 118613 45403 1709191 504937 2826673 132799
11124 1944 44496 44496 22248 7416 44496 11124
1022 171331 86549 65155 893689  _ 259999 1478497  _ 37589
2781 2472 22248 22248 11124 3708 22248 2781
_ 2507 338839 _ 54739 38120  _ 583883  _ 171893  _ 981095  _ 45887
1854 2472 7416 7416 3708 1236 7416 1854
5359 362153 125867 56581 1917649 563347 3173623 _ 152365
11124 4944 44496 44496 22248 7416 44496 11124

3.2 Méthode de Chevalley

Préliminaires : On a vu dans I’énoncé du théoreme de Dunford-Schwarz que dans la
décomposition u = d+n, d et et n sont des polynémes en u. Malgré la méconnaissance des
valeurs propres de u, la méthode effective de Newton-Raphson nous a permis d’obtenir
d et n. Mais qu’en est-il du polynéme ) qui géneére la composante d ? Existe-t-il aussi
une méthode effective qui pourrait nous fournir un tel polynéme ?

La réponse a toutes ces questions existe déja dans une méthode qui a été évoquée
par Claude CHEVALLEY en 1951 et qui n’a pas été largement diffusée pour que tout
le monde en fasse usage. Un article de Danielle Couty, Jean Esterle et Rachid Zarouf
a essayé de mettre en lumiere cette méthode et d’inciter a son enseignement dans les
universités.
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J’apporte ma petite pierre a 1’édifice en détaillant la preuve de cette méthode avec
des outils élémentaires d’arithmétique dans ’espoir qu’elle devienne accessible a tout
bon preneur.

Rappelons le principe de la décomposition de Dunford avec les projecteurs spectraux :
T

Soit u € L(E) avec x, = [ (X — \)® avec pour tout 1 <i,7 <r, \; e K, a; > 1

i=1
et \; # \j pour ¢ # j. on pose IN; = ker(u — \jid):.
D’apres le lemme des noyaux et le théoreme de Cayley-Hamilton on sait que :

p
E = @ N; et pour tout ¢, la projection spectrale m; sur N; parallelement & @ N; est
i=1 ji
un polynéme en wu.

Par le théoreme de Bezout on obtient la décomposition de Dunford v = d + n avec

T '

d= Y Nmoum =UQ;i(u), Q= T[]
i=1 j=Li#i

(X — Xj)% et les U; sont obtenus grace a

-
Iidentité de Bezout > U;Q; = 1.
i=1
T
Donc en désignant par Q@ = > \U;Q;, on voit bien que @ vérifie le systéme de
i=1

(8): Q=X (modulo (X — X)), 1<i<r

congruences :

Puisque les (X — \;)® sont premiers entre eux deux a deux, d’apres le lemme chinois,
( §) admet une solution unique modulo x,.
T

On considére P = L/ = H(X — \;) qu’on arrive a calculer avec l'algorithme
Xu A Xu i=1
d’Euclide étendu.

Puisque P et P’ sont premiers entre eux, il existe alors d’apres le théoréme de Bezout
U,V € K[X] qui vérifient UP 4+ VP’ = 1.

Enfin, la méthode de Chevalley consiste a construire une suite de polynémes qui
converge a partir d’un certain rang vers un polynéme solution du systeme de congruences

(S). Si @ désigne une solution de (S), on aura dans ce cas d = Q(u) et n =u — Q(u).

,—[Théoréme (Chevalley).] \

On définit une suite (Qm)m>0 € K[z] donnée par :

QO =x— PV
Qm+1 = Qo or(Qm)
7(Qm) est le reste de la division euclidienne de @, par xu.

Alors la suite (@) est stationnaire a partir d’une certain rang vers la solution
du systeme (S).
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s: Klz] — K[z]

Preuve : On définit { f = fo(xz—PV)

Montrons par récurrence que pour tout k € N* : s*(f(z)) = f(s¥(x)).
Pour £ =1 on a d’une part s(f(z)) = f(x — P(z)V(z)) et d’autre part f(s(z)) =

f(xo(x— P(x)V(z)) = f(x — P(x)V(z)). Donc la propriété est vraie au rang 1.

On suppose que pour k € N* | s¥(f(x)) = f(s*(x)) et on a dans ce cas

(@) = s(s5(f(2))) = s(f(s"(2))) = f(s"(s(2))) = f(s" ! (2)).

Par le développement de Taylor il existe un élément T' de K[z] vérifiant :

s(f(2)) = f(z = P(2)V(2)) = f(z) = f'(2) P(2)V (2) + P*(2)V?(2)T ().
Par suite, s(f(z)) = f(z) — f'(z)P(z)V(z) (modulo P?V?).

~—

s(P)(z) = P(x) — P'(x)P(x)V(xz) (modulo P%*V?)
s(P)(x)= P(z)(1-P'(x)V(x)) (modulo P?V?)
Donc { s(P)(z) = P(x)U(x)P(x) (modulo P?V?)
s(P)(z) = U(z)P?(z) (modulo P?V?)
s(P)(z) = 0 (modulo P?)

Montrons par récurrence que pour tout k¥ € N* on a s*(P) =0 (modulo P2k).

En effet pour k& = 1, la propriété vient d’étre établie ce qui signifie aussi qu’il existe

Ay € K[z] tel que s(P)(z) = P?(z)A1(x). Autrement dit, P(z — PV) = P?(z)A;(x).

Supposons que la propriété est vraie jusqu’a un rang k > 1, c’est a dire qu’il existe

Ay, € K[z] tel que s*(P)(z) = P?" (z)Aj(z).

S HL(P)(w) = s(s5(P))(z) = s(P¥ (2) Ay(x)) = [P* (2) Ag(w)] o (z — PV)

Donc s*t1(P)(z) = P?" (z — PV)Ag(z — PV) = [P(z — PV)|Z' Ay(z — PV)

On a alors, s*1(P)(z) = (P2(2)A; ()% Az — PV) = P2 (2)A(x — PV).
Finalement on obtient s**1(P) =0 (modulo P%"™).

D’autre part, s(z) = = — P(x)V(x) , c’est a dire s(z) = = (modulo P) et par

récurrence immédiate on a aussi s*(x) =z (modulo P).

Pour i # jon a s*(z) — A\j =\, — \j + (x — X;) (modulo P).

Il existe alors R € K|[x] qui vérifie la relation :

[s¥(2) = Aj] — (2 = N) = (N = A)) +RP

[s"(z) =Nl = (@ = A) = (N = X) + R Hl(w - ).

Donc [sh(z) = M) — (z = AN)[L+ R I (@—N)]=\i—\)).
1=11i

On en déduit alors avec le théoreme de Bezout que s*(x) — A; et (z — );) sont

premiers entre eux pour tout ¢ # j.
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Donc [] (sk(x) — \j) est premier avec (z — )\i)Qk.
J=1j#i
Or P(s"(x)) = T (s"(2) = N) = [ TI (s"(2) = A)](s"(2) = Ni) -

J=1 =15
Puisque P(s*(z)) = s*(P(z)) = 0 (modulo sz), on en déduit que P2 divise
P(s*(x)).
,

Autrement dit, ﬁ (x — )\i)Qk divise [ I (s%(z) — A\)](s*(z) — N) .
=1

i= Jj=1,j#1
,
Soit alors [ ] (z — )2 )(z — A)?" quidivise [ [T (s%(x) — A)] (s (@) = \i)
i=1,ij =1,
Par le lemme de Gauss et puisque 1_[7,é (s*(z) — \j) est premier avec (z — Ai)2", on
J=Lj#i

a (r— )\i)Qk qui divise (s*(z) — \;).

Finalement on obtient s*(z) = \; (modulo (x — )\i)2k).

Soit mg tel que 20 > sup{ay;1 <i < r}.

On a dans ce cas pour m > myg , Qm = s™(x) (modulo x,) et il existe dans ce cas
R, € K[z] tel que Qp,(z) = s™(z) + Ry Xu-

Or il existe aussi Ty, € K[z] tel que s™(x) = \; + Tz — \;)?".

Donc @, = Ai + Rinxu + Tin(z — )\i)Qm-
Dans ce cas il existe Sy, € K[z] vérifiant Q,,, = \; + (x — )‘i)inf@m’ai)sm‘

Puisque 2 > sup{a;;1 < i < r} , on aura dans ce cas inf(2™, o;) = «; .

Enfin on a @Q,, = A; (modulo (x — \;)®) c’est a dire que @, est solution du
systéme de congruences (S).

On sait que S admet une solution unique (modulo x,) grace au lemme chinois et
donc @), est stationnaire & partir de my.

L’alogorithme en Xcas: On applique la méthode ci-dessus avec Xcas ou A la matrice
de départ et on obtient a la sortie le polyndéme @ vérifiant D = Q(A) ainsi que D et N.
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chinois__effective(A) :=

{ local chi,P,Q,u,v,bez,q0,qn,qnn,rqn,rqnn,D,N ;
chi :=pcar(Ax);

P :=simplify(chi/gcd(chi,diff(chi,x))) ;
Q :=diff(Px);

gedex(P,Q,x,'w’,'v') ;

bez :=P*u+Q*v;

simplify(bez) ;

v :=simplify(v/bez) ;

q0 :=simplify(x-P*v);

qn :=q0;

rqn :=simplify(rem(qn,chi,x));

qnn :=simplify(subs(q0,x=rqn)) ;
rqnn :=simplify (rem(qnn,chi,x)) ;
while(rqn<>rqnn){

rqn :=rqnn;

qn :=simplify(subs(q0,x=rqn)) ;

rqnn :=simplify(rem(qn,chix));

Fis

D :=simplify(subs(rqn,x=A));
N :=A-D;

return(rqn,D,N) ;

}

Exemple : On reprend la matrice A € Mg(R) qui a été donnée dans I’exemple d’illus-
tration pour la méthode de Newton-Raphson. On applique la méthode de Chevalley avec
les restes chinois pour trouver un polynoéme @ vérifiant D = Q(A).

1 163 1 0 162 165 163 -1
209 -2 0 210 209 208 2
-8 -1 1 -8 87 =87 1

-22 4 -1 =23 =20 -20 -4

Rappelons que A = € Mg(R)

SO R = OO

155 4 0 153 157 155 -3
-111 -1 0 -110 -112 -—-110 1
-1 245 -1 0 —-244 -246 -245 1
-1 -160 -3 1 —158 —-162 -—-161 4
Avec Xcas on exécute chinois_ effective(A), et on obtient le polynéme :

—437x7 + 437425 — 102902° + 2380x* — 2594123 — 1977022 + 1285562 — 28584
Q) = 133488

Puis on calcule Q(d) avec l'instruction D :=subs(Q,x=A) et on obtient le résultat
attendu, a savoir :
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3719 315275 117607 81239 1219219 471985 2927425 227905
16636 3708 33372 33372 16636 5562 33372 16636
_ 23185 240737 357343 _ 239051 379130 360811 2330431 208553
16686 3708 33372 33372 8343 5562 33372 8343
6833 75491 8389 70883 893137 338575 2108287 91001
11124 1648 14496 14496 22248 7416 44496 11124
43421 421813 1135663 451145 2223845 638927 3620027 200327
33372 14832 133488 133488 66744 22248 133488 33372
D=
7133 443321 59371 45403 1694753 659375 4070207 166171
11124 1944 14496 14496 22248 7416 44496 11124
1022 103061 64301 65155 320051 155297 968783 40370
2781 2472 22248 22248 11124 3708 22248 2781
653 _ 266801 47323 38129 320869 132163 835825 47741
1854 2472 7416 7416 3708 1236 7416 1854
_ 5765 428887 7621 101077 1597535 638045 _ 3990233 196861
11124 1944 14496 44496 22248 7416 14496 11124
12967 289129 150979 81239 1483913 445745 2512211 211219
16686 3708 33372 33372 16636 5562 33372 16636
23185 534235 290599 239051 1372900 801647 4610945 225239
16686 3708 33372 33372 8343 5562 33372 8343
_ 6833 66237 52885 26387 1042439 306617 _ 1762865 _ 79877
11124 1648 44496 14496 22248 7416 14496 11124
10049 748117 601711 _ 584633 3758957 1083887 _ 6289787 _ 333815
33372 14832 133488 133488 66744 22248 133488 33372
N =
3991 322999 118613 45403 1709191 504937 2826673 132799
11124 1944 44496 44496 22248 7416 44496 11124
1022 171331 86549 65155 893689  _ 259999 1478497  _ 37589
2781 2472 22248 22248 11124 3708 22248 2781
_ 2507 338839 _ 54739 38120  _ 583883  _ 171893  _ 981095  _ 45887
1854 2472 7416 7416 3708 1236 7416 1854
5359 362153 125867 56581 1917649 563347 3173623 _ 152365
11124 4944 44496 44496 22248 7416 44496 11124

3.3 Etude du cas réel

3.3.1 Endomorphismes semi-simples
—~ Définition.

On dit que u € L(F) est semi-simple si pour tout sous-espace vectoriel F' de E
stable par u, il existe un supplémentaire S de I’ stable par u.

Une matrice M € M, (K) est dite semi-simple si I’endomorphisme u de K™ dont
M est la matrice dans la base canonique de K" est semi-simple.
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Pour u € L(E), soit u, = Py'* --- P la décomposition du polynéme minimal de u
en facteurs irréductibles de K[X].

~ Lemme 4.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors :

F = é[kerpiai(u) N F]
i=1

Preuve : Notons d’abord F; = ker P{*(u). On sait d’apres le lemme des noyaux et le
théoréme de Cayley-Hamilton que E = F1 @ --- P F;.
Rappelons que pour tout i €[1,r], m; qui est la projection sur F; parallelement a

@ Fj est un polynoéme en u.

J#i
Or F est stable par u, donc F' est aussi stable par 7; et dans ce cas on a m;(F) C F.
Puisque F' C E, m;(F) C mj(E) = F;. Alors mj(F) C F N F;.
D’autre part on sait que Idg = 7 + -+ + 7w, donc F C 7 (F) 4+ - + m(F) =

m(F)®-- P (F).
Soit alors F C (F1NEF)@---B(F. NF).
Réciproquement, pour tout ¢ €[1,r] , F;NF C F, donc (FINF)@ - - P(F.NF) C F.

,
Avec la double inclusion, on obtient F'= @ (F;NF). A
i=1

Si iy, est irréductible alors u est semi-simple.

Preuve : On suppose que p,, est irréductible dans K[X].

Soit F' un sous-espace vectoriel de F stable par u. Montrons que dans ce cas, il existe
un supplémentaire S de F' dans E stable par u.

Si F = E alors S = {0} convient.

Sinon, soit z1 € E\F et considérons E,, = {P(u)(x1); P € K[X]}. Soit y € E,,,
il existe alors P € K[X] tel que y = P(u)(z1) et dans ce cas u(y) = uwo P(u)(z1) =
Q(u) (1) € Ey, 0 Q(z) = 0 P(z).

Donc E,, est stable par u. Montrons alors que E,, N F = {0}.

Pour cela on considere I, = {P € K[X]; P(u)(x1) = 0} qui est un idéal de K[X] car
I,, est le noyau du morphisme d’anneau : P +— P(u)(x1).
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Or piy(u)(z1) = 0, donc gy € I, et par suite I, # {0}. Il existe alors p;, polynéme
unitaire tel que I, = p,, K[X] ( car K[X] est anneau principal). Puisque p, € I,
gy divise piy,. Or p, est irréductible dans K[X], donc u,, = p, et dans ce cas p,, est
irréductible.

Soit y € E;, N F, il existe alors P € K[X] tel que y = P(u)(z1). Supposons que
y # 0, dans ce cas P ¢ I, = (g, ), et donc pg, ne divise pas P. Or pg, est irréductible,
donc pz, et P sont premiers entre eux.

D’apres le théoreme de Bezout, il existe U,V € K[X] tels que UP + Vg, = 1.

Donc zy = U(u) o P(u)(x1) + V() © pa, (u)(21) = U(u) o P(u)(z1) = U(u)(y)-

Or y € F et F est stable par u, donc 1 = U(u)(y) € F, ce qui est absurde car
x1 € E\F. On a alors y =0 et E,, N F = {0}.

E,, et I sont alors en somme directe et E, est stable par u.

Si E = F&@ E;,, alors u est semi-simple.

Sinon on choisit x2 € E\(F @ E;,) et on reprend le méme raisonnement en rempla-
cant F' par F P E,,.

Puisque F est de dimension finie, au bout d’un nombre fini d’itérations on trouve
1, ,xptelsque B = FQE;, @---P E,, ou E,, est stable par u pour tout 1 <7 < k.

Finalement S = E,, @ --- @ E,, est stable par u et vérifie E = F @ S. R

u est semi-simple si et seulement si u, est produit de polynémes irréductibles
unitaires distincts deux a deux.

Preuve : Condition nécessaire :

Supoosons que u est semi-simple. Soit u, = P/ -+ P la décomposition de p,, en
facteurs irréductibles unitaires de K[X].

Montrons alors que pour tout i €[1,7], a; = 1.

Supposons qu’il existe i €[1,r] tel que oy; > 2. Si P = P;, alors il existe @ € K[X]
tel que p, = P%Q.

Soit F' = ker P(u). F' est stable par u et u est semi-simple, donc il existe un supplé-
mentaire S de I stable par u.

Montrons que PQ(u) s’annule sur S. Si z € S, alors PQ(u)(z) € F car
P)[PQ(u)(z)] = P2Q(u)(x) = py(u)(z) = 0 et PQ(u)(x) € S puisque S est stable par

U.

Donc PQ(u)(z) € FNS = {0} et on a dans ce cas PQ(u)(z) = 0 et PQ(u) s’annule
alors sur S.

Siy € F = ker P(u), alors PQ(u)(y) = Q[P(u)(y)] = 0. PQ(u) s’annule alors sur F.

Or E = F@S, donc PQ(u) s’annule sur E ce qui implique que p, = P2Q divise
PQ. Ceci est absurde.

Condition suffisante :
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Supposons , = P; - -+ P, avec les P; irréductibles unitaires et distincts deux a deux.
Soit F' un s.e.v de F stable par u.
On note pour tout i €[1,7], F; = ker Pj(u). Alors E = F1 @ ---@ F, et d’apres le

.,
lemme 4 , F = @[F; N F).
i=1

Pour tout ¢ €[1,r], F; est stable par u. Soit u; € L(F;) la restriction de u & F;. On a
P;(u;) = 0 et P; est irréductible, donc P; est le polynéme minimal de u;.
D’apres la proposition précédente , u; est semi-simple. Or F' N F; est stable par u;,
donc il existe un supplémentaire S; stable par u; tel que (F; N F) @ S; = F;.
T

On pose alors S = S1@---PS,etona E=FP---PF, = P(FENF)DS;]| =

=1

[@EHF]GB[@SA =Fds.
S est stable par u, donc u est semi-simple. B

~ Théoréme. \

Soit M € M, (R).
M est semi-simple dans M,,(R) si et seulement si M est diagonalisable dans

M (C)

Preuve : Condition nécessaire : Supposons M semi-simple. D’apres la proposition pré-
cédente pps = Py - -+ P ot les P; sont irréductibles dans R[X], unitaires et distincts deux
a deux.

Montrons que pps n’a que des racines simples dans C. Soit alors a € C une racine
de pps. Il existe alors i € [1,7] tel que P;(a) = 0, soit par exemple P;(a) = 0.

Or P est irréductible dans R[X], donc P; et Pj sont premiers entre eux et il existe
alors U,V € R[X] tels que UP, + VP] = 1. On alors UP;(a) + VP{(«a) = 1, soit alors
VP/(a) =1 et donc P{(«) # 0. Donc « est une racine simple de P;.

Sii # 1, Py et P, sont premiers entre eux et donc d’apres Bezout il existe U, V' € K[X]
tels que UP1 +V P; =1, on a alors UP; (a) + V P;(a) = 1, soit alors V P;(a) = 1 et donc
Pi(a) # 0.

Finalement « est racine simple de pps. Donc pps est scindé a racines simples dans
C[X] et donc M est diagonalisable dans M,,(C).

Condition suffisante :

Soit ppr = P -+ - P la décomposition de de pps en facteurs irréductibles unitaires
dans R[X].

D’apres la proposition précédente, il suffit de montrer que o; = 1 pour tout ¢ € [1,r].

En effet, M est diagonalisable dans M,,(C) c’est a dire que ppsr n’a que des racines
simples dans C. Puisque le polynéme minimal de M dans C[X] est le méme que dans
R[X], uar est produit de polynémes irréductibles unitaires et don M est semi-simple. Bl
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3.3.2 Dunford dans M, (R)

,—[Théoréme (Dunford généralisé).

~

Soit M € M, (R). Alors il existe un unique couple (S, N) € M,,(R)? tel que :
1) S est semi-simple et N nilpotente.
2)M=S+Net SN=NS

Preuve : Unicité : Supposons qu'un couple (S, N) € M, (R)? vérifiant 1) et 2) existe.
Donc S est diagonalisable sur C et la décomposition M = S + N est donc celle de
Dunford dans M,,(C). Le couple (S, N) est alors unique.

Existence : 11 suffit de démontrer que la décomposition de Dunford de M est réelle.

Soit alors M = D + N la décomposition de Dunford dans M,,(C) avec D € M, (C)
diagonalisable et N € M,,(C) nilpotente et DN = N D.

Montrons alors que D, N € M, (R).

En effet , M = D + N et M = M puisque M € M, (R). On alors M = D + N.

Soit alors, D+ N =D+ N <= D —D = N — N. Or D est diagonalisable qui
commute clairement avec D et puis N est clairement nilpotente qui commute avec N.
Donc D — D est A la fois diagonalisable et nilpotente , donc D = D et par suite N = N.
Finalement D, N € M,,(R).

3.3.3 Un algorithme de vérification

Maintenant qu’on sait que la décomposition d’une matrice M € M, (R) est de la
forme S 4+ N ou S est semi-simple dans R, on souhaiterait savoir si S est aussi diagona-
lisable sur R sans connailtre ses valeurs propres.

On sait que S est toujours diagonalisable sur C et que P = XA -~ est un polynéme

XA N XA
annulateur de A qui est scindé a racines simples sur C.

Pour que S soit aussi diagonalisable sur R, il suffit que P ait toutes ses racines dans
R. Or, le nombre de racines de P est égal a son degré, par suite .S est diagonalisable sur
R si le nombre de racines réelles de P est égal au degré de P.

Sachant que le théoréme de Sturm nous fournit un moyen de compter le nombre de
racines réelles d’un polynéme dans R[X], on va procéder comme suit :

1) On calcule x4 puis P = —=—-
XA N Xy

2) On construit la suite de Sturm P, P/, ....... , P,

k .
3)SiP=> apX"*, On calcule la borne de Cauchy M =1+ max o]
= 0<i<k—1 |ag]

4) On calcule r = V(—=M) — V(M) qui est le nombre de racines réelles de P.

5) Si r = deg P alors S est diagonalisable sur R, sinon S est uniquement diagonali-
sable sur C.

Donc on dispose d’'une méthode effective de test de diagonalisabilité sur R.
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Voici un algorithme écrit pour Xcas qui appelle le programme suite_sturm( ) déja
détaillé dans la premiere partie :

semi_ diag(A) :={

{ local chi,P1M,d,r;

chi :=simplify(pcar(A,x));

P :=simplify(chi/ged(chi,diff(chi,x))) ;
1 :=convert(symb2poly(P),list) ;

M :=1+max(abs(l));

d :=degree(P);

r :=suite_ sturm(P,-M,M) ;

if (r<>d) print("A est non diagonalisable sur R") ;; else print("A est dia-
gonalisable sur R");;;

}
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